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Prefata

Cartea de fata este o a doua realizare a colectivului de autori in cadrul
proiectului POS-DRU/86/1.2/S/61756 intitulat Tehnici de Analiza,
Modelare si Simulare pentru Imagisticd, Bioinformatica si Sisteme
Complexe (ITEMS). Colectivul ITEMS de la Universitatea Transilvania
din Brasov a raspuns de conceperea si predarea cursului de Algoritmi i
Structuri de Date pentru programul de Masterat de Excelentd organizat
sub umbrela acestui proiect la Universitatea Politehnica din Bucuresti.
Materialul a fost rafinat in perioada septembrie 2010 - februarie 2013 in
mai multe faze si in special Th urma interactiunii cu doua serii de studenti
masteranzi. Prezentul volum constituie suportul de curs, intr-un format
sintetic, ce urmareste in mod fidel cele zece prelegeri concepute pentru
acest curs. Chiar daca a fost conceput pentru masteranzii ITEMS,
suntem convinsi ca lucrarea poate fi utild multor studenti si specialisti din
domeniul Calculatoare si Tehnologia Informatiei.

Echipa de autori este foarte omogena, gratie faptului ca ne cunoastem
de ani buni si am realizat multe lucrari didactice si de cercetare
impreund. Practic, prin prisma activitatii colectivului din cadrul fostei
filiale de la Brasov a Institutului de Tehnicd de Calcul si a actualului
Departament de Electronica si Calculatoare din cadrul Universitatii
Transilvania din Brasov, putem vorbi despre o adevarata scoala de
algoritmi la Brasov. O parte dintre noi suntem cadre didactice
universitare, o alta lucram in firme de software, fapt ce ne-a permis
imbinarea optima a elementelor teoretice cu cele practice. Pentru noi,
perioada elaborarii acestui material a fost extrem de creativa, in special
datorita lucrului in echipa. Este motivul pentru care autorii sunt listati
alfabetic, fiecare cu contributii egale, greu de separat.

Brasov, februarie 2013

Autorii



Cursul nr. 1.

STRUCTURI ELEMENTARE DE DATE

Cuprins

Liste

Stive

Cozi

Grafuri

Arbori

Heap-uri

Structuri de multimi disjuncte

Arbori binari de c3utare si parcurgeri in grafuri



Liste - caracteristici

> lista: colectie de elemente aranjate intr-o ordine prestabilita
> lungimea listei: numarul de elemente

» scop: accesarea rapidd a primului/ultimului element, respectiv
a elementului predecesor/succesor celui curent

» lista liniara: nlantuire simpld de elemente

» lista circulara: fiecare element are Tn mod necesar atat un
predecesor cat si un succesor

Liste - variante de implementare

» Implementarea secventiala:

stocare Tn locatii succesive

acces rapid la predecesor/succesor

inserare/stergere relativ complicatd

din ratiuni de eficientd, nu se foloseste ntreg spatiul alocat
listei

> Implementarea inlantuita:

» fiecare nod contine, pe langd informatie (key) si adresele
nodurilor succesor (next) respectiv predecesor (prev) (liste
simplu- dublu- Tnlantuite)

> fiecare element se poate aloca dinamic (sau se poate p3stra o
lista prealocatd cu elemente libere)

» accesul la un element necesita parcurgerea predecesorilor

> inserarea/stergerea este rapida

vV vy VvYy



Cautarea intr-o lista inlantuitd

prev key  next

A | /

@  head —{ A 0] F—_ie] F—_ T[4 T— [1]~]

function find-list (L, k)
1: x < L.head
2: while x # NIL and x.key # k do
3: X < X.next
4: end while
5: return x

> necesitd un timp Tn ©(n) pentru cazul cel mai nefavorabil

» exemplu: (a) cdutarea elementului cu cheia 1

Inserarea intr-o lista Tnlantuita

o o —ZEE— R T EEE

procedure insert-list (L, x)

1: x.next < L.head

2. x.prev + NIL

3: if L.head # NIL then
4:  L.head.prev < x

5. end if

6: L.head + x

» ordinul de timp este O(1)

» exemplu: (b) inserarea elementului 25



Stergerea intr-o lista inlantuita

© had —ZB TR 7]

procedure remove-list (L, x)

1: if x.prev # NIL then
X.prev.next <— x.next
else
L.head < x.next
end if
if x.next # NIL then
X.next.prev <— x.prev
end if

O Na kN

> stergerea se face in timp constant, O(1)
» exemplu: (c) stergerea elementului 4

> legarea legaturilor primului si ultimului element transforma
lista intr-o listd circulard, navigarea se face fard conditie de
capat

Santinele

Santinela:

> obiect fictiv a c3rui folosire face inutild scrierea conditiilor de
capat
» transforma lista Tntro lista circulara

» lista vida contine doar santinela (a)

(a) nit’%
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Cautarea, inserarea si stergerea folosind santinela |

(a) iril%
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function find1-list (L, k)

1: x < L.nil.next

2: while x # L.nil and x.key # k do
3: X < x.next
4
5

: end while
: return x

Cautarea, inserarea si stergerea folosind santinela |l

procedure insertl-list (L, x)

1: x.next < L.nil.next
2: L.nil.next.prev < x
3: L.nil.next < x
4: x.prev < L.nil

Exemplu: (c) lista dupd inserarea elementului 25.

procedure removel-list (L, x)

1: x.prev.next <— x.next
2: X.next.prev <— X.prev

Exemplu: (d) dupa stergerea elementului 1.



Dancing links
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> un element are legaturi catre 4 elemente vecine
» structura folosita in rezolvarea problemei acoperirii exacte,
propusa de D. Knuth

» bazatd pe observatia simpld cd ascunderea / revelarea unui
nod se face usor prin modificarea legaturilor

> node.next.prev <— node.prev node.next.prev < node
» node.prev.next < node.next node.prev.next < node
» parcurgind o linie, se poate usor ascunde / revela acea linie

Tehnica tablourilor paralele

Implementarea listelor 'simuland’ adrese

Fiecare tablou implementeazd un cAmp (key, next, prev)
Lista reprezentatd este { 9, 16, 4, 1 }

Elementele nealocate pot fi de asemenea pastrate ntr-o
structurd similara

vvyYyy




Reprezentarea prin tablou unic

» Obiectul este reprezentat ca o structurd complexa

» Componentele sale sunt accesate prin adresarea indexata fata
de adresa de Tnceput a obiectului

» Tabloul presupune toate elementele omogene

2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

|
[9]13] 7]

L@

A

16] 4 19]

-
[1[]4]
J——

prev
next

key

» Lista contine elementele { 9, 16, 4, 1 }

Stiva ca tablou |

» Stiva: ultimul sosit, primul servit

» Pentru o stivd implementata printr-un tablou S[1... n|, varful
stivei este S[S.top|, elementul de la baza stivei este S[1]

» Stiva vida: S.top = 0, stiva plina: num3arul de elemente
depaseste n

function empty-stack (S)
1: if S.top = 0 then
2: return true
3: else
4. return false
5. end if
procedure push-stack (S, x)
1: S.top+ S.top+1
2: S[S.top] + x



Stiva ca tablou Il
function pop-stack (S)
1: if empty-stack(S) then
2. print stiva vida
3. else
4:  S.top < S.top — 1 return S[S.top + 1]
5. end if

» Ordinul de timp este O(1) pentru fiecare din cele trei operatii

» (a) S are 4 elemente (b) stiva dupa apelurile push-stack(S,17)
si push-stack(S,3), (c) S dup3 apelul pop-stack(S) care a

intors 3
1 2 3 4 5 6 7 I 2 3 4 5 6 7 12 3 4 5 6 7
s[s[e]2]9] s[1s]e]2]9]17]3] s[is[e]2]o[17]
t t i
top=4 tap=6 top=35

(a) (b) (c)

Stiva ca lista inlantuita |

w o - © (D -
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procedure push-stack-linkedlist (S, x)

x.prev <— L.nil.prev
x.next <— L.nil
: L.nil.prev.next < x
: L.nil.prev < x

» (a) stiva implementat3 ca listd folosind santinela

» (b), (c) addugarea la coads



Stiva ca lista inlantuita Il

function pop-stack-linkedlist (S)

1: x < L.nil.prev
2. L.nil.prev < L.nil.prev.prev
3: return x

» (c), (d) scoaterea elementului final

Calculul expresiilor aritmetice

Daca avem de calculat expresia:
55 ((948)x(4%6))+7)

Se poate folosi o stivd pentru a memora rezultatele intermediare.
Scrierea formei postfixate (poloneze inverse):

508+46**7 + %
Operatiile de evaluare folosind o stiva:

push(5); push(9); push(8); push(pop + pop); push(4); push(6);
push(pop * pop); push(pop * pop); push(7); push(pop + pop);
push(pop * pop); write (pop);



Coad

a implementata ca vector

Coada: primul sosit, primul servit
Primul element din coad3: Q.head
Prima locatie libera: Q.tail

vV v v v

Indicii se parcurg circular, dupa locatia n urmeaza imediat
locatia 1

Conditia de coad3 goala: Q.head = Q.tail

» Conditia de coada plind: Q.head = Q.tail +1

» Coada va avea astfel cel mult n — 1 elemente, ca s3 putem
distinge ntre cele dou3 teste (plind / goald)

v

» (a) Coada cu 5 elemente, locatiile Q[7...11]

I 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
@ 0 [15[6[9]8]4]
A A

head =7 tail =12

Inserarea unui element
function insert-queue (Q, x)

: Q[Q.tail] + x

if Q.tail = n then
Q.tail +— 1

else
Q.tail <+ Q.tail +1

end if

if Q.head = Q.tail then
return coada plind

else

return succes
. end if

» (b) Se pun in coad3 elementele 17, 3 si 5

1 2 3 4 5 6 7 & 9 1011 12 I 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12

@ ¢ 1569 [8]4] ® ¢ 1569 [8]4[17]
4 t 4 A
head =7 tail =12 tail =3 head =17

10



Stergerea unui element
function delete-queue (Q)

1:

2
3
4
5
6:
7
8
9
10

if Q.head = Q.tail then

return coad3 vida

: end if

: x < Q[Q-head|

. if Q.head = n then
Q.head + 1

. else

: Q.head + Q.head + 1

: end if

. returns x

> (c) Se scoate din coads elementul 15

> Cozile pot fi implementate si ca liste Tnlantuite

(b

123 456 7 8 9 101112 ' 23456 7 8 90112

) o [i5[6 ]9 8 4]1] © 0 [ Y
} A t 4
tail =3 head =7 tail =3 head =8

Grafuri

»

v

vV v.v Y

Graf: pereche G =< V, M > unde V - multime de varfuri iar
M C V x V - multime de muchii

graf orientat: muchia (a, b) diferd de muchia (b, a)

graf neorientat: multimea muchiilor este formata din perechi
de varfuri neordonate

arce incidente intr-un / dintr-un anumit varf
varfuri adiacente: exista muchia care le uneste

gradul unui varf: numarul muchiilor incidente

gradul exterior/interior: numarul arcelor care pleacs/intra
varf izolat: grad zero

drum de lungime k: < vp, vy ... v > unde vy varful initial,
vk varful final si (vi_1,v;) € M

drum elementar: varfurile sale, Tn afard de capete, sunt
distincte

ciclul < 2,4,1,2 > este elementar, dar < 1,2,4,5,4,1 > nu

11



Grafuri

» graf aciclic: fara cicluri

» graf conex: fiecare pereche de varfuri este conectata
printr-un drum

» componente conexe: {1,2,5}, {3,6} si {4}

» graf tare conex: graf orientat Tn care oricum am alege doua
varfuri i si j, exista atdt un drum de la i la j cat si un drum de
lajlai

» drum hamiltonian: intr-un graf neorientat, un drum

elementar care viziteaza fiecare varf al grafului exact o singura
datd (cate drumuri hamiltoniene distincte avem?)

Grafuri

» grafuri izomorfe: G =< V, M > izomorf cu
G' =< V', M’ > dac3 exist3 o bijectie f : V — V/ all.
(u,v) e M & (f(u),f(v)) e M

> bijectia se poate interpreta ca o reetichetare

L7

12



Grafuri

» subgraf: G’ =< V', M’ > este subgraf al lui G =< V, M >
daca V/ CVsiMCM

» subgraf indus: acel G’ pentru care
M ={(u,v)eM:u,veV}

» graf complet: graf neorientat Tn care oricare doud varfuri
sunt adiacente

» graf bipartit: graf G =< V, M > n care mul{imea de varfuri
V poate fi partitionata in douda multimi Vi si V5, astfel ca
(u,v) € Mimplica fleue Visive Wy, fleue Vosive Vs
(toate muchiile merg de la V4 la V5 sau invers)

» padure: graf neorientat aciclic (pot fi mai multe componente
conexe)

» arbore (liber): graf neorientat aciclic conex

Reprezenarea grafurilor

» matrice de adiacenta
» memoria necesard in O(n?), unde n = |V/|
> verificarea adiacentei in O(1)
> obtinerea varfurilor adiacente in O(n)
» liste de adiacenta
> suma lungimilor listelor de adiacent3 este 2m / m (neorientat
/ orientat), unde m = |M|
» preferabild pentru numar mic de muchii
» verificarea adiacentei a doud varfuri poate necesita inspectarea
ambelor liste de adiacenta
> obtinerea varfurilor adiacente se poate realiza cu mai putin de
n operatii
> lista de muchii
> reprezentare eficientd cand este necesara examinarea tuturor
muchiilor grafului

13



Arbori

S

(a) un arbore (liber), (b) o padure, (c) un graf ce contine un ciclu
(nici arbore, nici padure)
Proprietati echivalente

{c)

1. G este un arbore liber

2. Oricare doud varfuri din G sunt conectate printr-un drum unic

3. G este conex, dar prin eliminarea oricarei muchii din el, nu mai
este conex

4. G este conex si [M| = |V —1]|

5. G este aciclic si |[M| = |V — 1|

6. G este aciclic, dar dacd adaugam o muchie oarecare In M, se
formeaza un ciclu

(1) = (2)

— - —

&
®
r@\f ®

P

®

» arborele fiind conex, oricare doua varfuri sunt conectate prin
cel putin un drum elementar

» fie u si v doud astfel de varfuri

> consideram c3 exista doua astfel de drumuri

» pentru a fi diferite, trebuie s3 aibd varfuri comune (in afard de
capete)

» drumurile p’ si p” nu au varfuri comune cu exceptia capetelor

» vor crea un ciclu, contradictie

14



dacd avem un drum intre oricare doua varfuri, graful este
conex

fie muchia (u, v); ea este singurul drum de la u la v
odatd eliminatd, nu mai exista acel drum

graful nu mai e conex

se demonstreaza prin inductie

dacd am elimina din graf o muchie la intamplare, graful nu ar
mai fi conex

cele doud componente sunt conexe, verifica relatia
M| =|V|-1

Tnseamn3a c3 trebuie adunatd si muchia ce a fost eliminata

15



(4) =

(5)

presupunem ca graful, desi conex, are cel putin un ciclu cu k
varfuri

consideram numai subgraful Gy determinat de acel ciclu
numarul de muchii este exact k

deoarece G e conex, pentru un nou varf vi,1 va exista o
muchie ce 1l conecteaza la graf

noul graf Giy1 va avea exact k + 1 muchii
se continud pana se inglobeaza toate cele n varfuri ale lui G

graful G, = G initial ajunge astfel s3 aib3 |V/| muchii,
contradictie

consideram k numarul componentelor conexe

fiecare componentd conexa este un arbore, deci numarul total
de muchii este |V| — k

avem deci o singurd componenta conexa

acesta e un arbore, deci oricare noduri sunt deja conectate
printr-un drum simplu

ad3dugarea unei noi muchii determina un ciclu

16



Arbori

fie doua noduri arbitrar alese, u si v

dacd addugdm muchia (u, v), formdm un ciclu

Tnseamnad c3 u si v sunt deja conectate printr-un drum

deci orice pereche de varfuri sunt deja conectate printr-un

drum

cu radacina

arbore liber in care un varf este denumit radacina

stramos, descendent

subarbore determinat de radacina x = 3

nod parinte, nod copil, noduri frati

gradul unui nod

A
|

adancimea unui nod,

depth 4

17
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level 3

level 2
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level 0

naltimea arborelui



Arbori binari cu radacina

(a) (b}

» radacind, subarbore sting, subarbore drept
» nodurile terminale sunt denumite frunze

> pentru un nod, de reguld fiul sau stang este parcurs Tnaintea
fiului drept

» (a) un subarbore binar

» (b) arborele ordonat este identic, dar, privit ca arbore binar
pozitional, diferd; spre deosebire de (a), fiul lui 7 este fiu drept
si nu fiu stang

Arbori binari

@) depth 0 O depih 0

T /j ‘{:)\ depih | /j ~ depih |
heighi = 1 , s height = 3 , /
" N / = " N / =
Y P N = 3 ™y P N 4
¢ J | o ¢ d b

) depn2

mORT : o (N l R -
l RN RN R R opee SRR RN s
(g) Arbore binar plin (h) Arbore binar complet

» arbore binar plin: fiecare nod este fie frunza, fie are exact
doi copii

» arbore binar complet: arbore binar plin, dar pe de pe ultimul
nivel lipsesc toate frunzele de la un indice Tncolo

> copiii unui nod se eticheteaza pornind de la 1

» arbore k-ar: arbore pozitional ce are copii etichetati doar
pana la ordinul k

» arbore k-ar plin: toate frunzele au aceeasi adancime

» numarul nodurilor de pe nivelul i este k'

18



Arbori k-ari

» numarul nodurilor unui arbore k-ar plin de Tnaltime h este:

kh—1
k—1

h—1
Lt k+ k4 k=D "k =
i=0

» numarul nodurilor unui arbore k-ar complet este:

kh—1—1< <k"—1
— n —
k—1 - k-1

> respectiv, pentru un arbore binar:
oh=1 < p<2h
indltimea unui arbore binar complet cu n varfuri este |logan|
» unde |x| = max{n|n < x,n € Z} si
[x] = min{n|n > x,n € Z}

Reprezentarea sub forma unui tablou

2 3

1

» orice arbore k-ar complet se poate reprezenta sub forma de
tablou

» nodul 7, fiul stang: T[2i], fiu drept: T[2i + 1], parinte: T[i/2]
> cat de avantajoasa este reprezentarea sub forma de tablou a
unui arbore binar care nu este complet?

19



Reprezentarea prin adrese (links)

» structura unui nod contine adrese pentru a indica parintele,
fiul stang si fiul drept

» dacd un nod este terminal, atunci adresele pentru copii au
valoarea NIL

> radacina are adresa parintelui = NIL

> se poate folosi schema pentru arbori k-ari
» fiecare nod va avea alocatd o structura pentru k fii
> risipd de memorie pentru arbori dezechilibrati, O(nk) spatiu

Arbori cu numar nelimitat de ramuri

> reprezentarea:
» fiul stdng este o adresa ce indica spre cel mai din stinga
descendent
» fiul drept este o adres3 catre fratele cel mai apropiat spre
dreapta
» fiecare nod are o adresa ce indica spre parinte

» reprezentare ce utilizeazd O(n) spatiu

20



Heap-uri

>

heap: arbore binar complet (arbore binar plin, din care lipsesc
ultimele frunze)

radacina heap-ului este A[1]

se pot determina foarte usor parintele, fiul sting respectiv fiul
drept al unui nod /

n setul de instructiuni aceste operatii se reduc la simple

shift-ari
proprietatea de heap: A[i div 2] > A[/]

> ce rezultd de aici privitor la radacina?

meritd implementat un heap ca listd Tnlantuit3?

il
'/h‘a

/"\

14 L 10

é 1 23456

( 3 P — L B

8§ Q _) l1e)14f1o] s [7 o3 ]2]4]1]

8 9 |u>‘ _—
oy
=

T 8 9 10

(i) ()]

Proprietatea de heap

>

>

>

inaltimea unui nod este numarul muchiilor celui mai lung

drum care leagd nodul cu o frunzad

indltimea arborelui este Tndltimea radacinii, adicd ©(log n)
3

daca proprietatea de heap nu este respectata, se realizeaz
'scufundarea’ nodului in heap

21



Reconstituirea proprietatii de heap

procedure sift-down-heap (A[l .. n], i)

e e e
Rl i

© N a s wh

|+ idiv?2

r<I1+1

if / < nand A[l] > A[i] then
max < |

else
max < |

end if

if r < nand A[r] > A[max] then
max <—r

end if

. if max # i then

Ali] <> Almax]
sift-down-heap(A, max)

- end if

Procedura recursiva sift-down-heap

la fiecare pas se determind indicele elementului maxim dintre /
si cei doi fii ai sai

daca elementul / este cel mai mare, procedura se termina
altfel, elementul maxim este interschimbat cu /7

subarborele asociat nodului fiu tocmai interschimbat este
verificat la randul lui d.p.d.v. al proprietatii de heap

pentru subarborele considerat, ne intereseaza sa vedem cat de
dezechilibrat poate fi

puternic dezechilibrat Tnseamna cazul cel mai nefavorabil

intuitiv, pentru un nod i care se interschimb3a cu fiul sdu
sting, considerdam ca pe ramura fiului drept sunt cele mai
putine noduri posibile

situatia corespunde unui arbore binar complet
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Cazul cel mai nefavorabil |

depth 0
depth 1

depth 2

depth 3

v

un arbore binar plin de in3ltime h are 2" — 1 varfuri

subarborele stang are 2°~1 — 1 varfuri,

v

subarborele drept are 2"~2 — 1 varfuri

v

Tn total arborele are

v

n=2"M1_1422_141=3.22_1

Cazul cel mai nefavorabil |l

numar noduri subarbore 2h-1_1
= <
n 3.2h=2_1—

WIN

» numadrul de noduri din subarborele stang este maxim 2n/3

» timpul de executie al procedurii sift-down-heap este ©(1) plus
timpul de executie pentru cazul subarborelui stang:

T(n) < T(2n/3) + ©(1)

» folosind teorema master (prezentatd ulterior) se obtine
T(n) = O(log n), respectiv O(h)
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Construirea unui heap
procedure make-heap (A[l .. n])

1: for i < n div 2 downto 1 do

2:  sift-down-heap(A, i)

3: end for

» elementele A[n div 2 + 1 .. n] sunt frunze
» pot fi considerate deja heap-uri

» procedura restabileste proprietatea de heap Tncepind cu nodul
n div 2

> fiecare apel al procedurii sift-down-heap necesitd un timp
O(log n)
» timpul de executie ar parea c3 este in O(n log n)

> totusi, ordinul de timp este mai bun

Make-heap. Exemplu

a2 re[vJro[na]=]7]
i 1
@ @
/z\/ 3 \'\/l
G 3) (1 3)
s s[f ¥ 4 = 6 /Jxﬁ
{:{ i O] )\?'D i le) (o ()
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{ { N { & (
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) )
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Algoritmul heapsort

procedure sort-heap (A[l .. n])

make-heap(A)

AL] ¢ A[i]

SANE-ERC N -

end for

sift-down-heap(A[1 ..

for i < n downto 2 do

i-1], 1)

» elementul maxim este in A[1]

» cel mai mic element se pune apoi in A[1] si se reface
proprietatea de heap

» dimensiunea heap-ului descreste de la n — 1 pana la 2

» timpul procedurii este O(n log n)

Heapsort. Exemplu |
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Heapsort. Exemplu Il

/@. ® > Ro) OQ @
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(2} (h) (i
®

i@ @
A [1T2]3Ta]7 8 ]v i0]14T16]

® 0 o

ODO®
Ll (k)

Cozi de prioritati

» coada de prioritati: structurd de date Tn care fiecare element
continut are asociata o cheie
> se pot face urmatoarele operatii:
> insert-heap(S, x), insereazd elementul x in S
> maxim-heap(S), Tntoarce maximul din S, timp in ©(1)
> extract-max-heap(S), extrage maximul din S, cu stergere
> aplicatii
> planificarea lucr3rilor pe un calculator (cheile fiind prioritatile)
> simularea unor evenimente controlate (cheia este momentul de
timp, min-heap)
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Extragerea din heap

function extract-max-heap (A[1 .. n])

max < A[1]
A[1] < A[n]
sift-down-heap(A[l .. n-1], 1)
return max

N

» timpul de executie O(log n), datorat indl{imii heap-ului

Inserarea Tn heap

procedure insert-heap (A[1l .. n], x)

[+ n+1

while i > 1 and A[i div 2] < x do
Alil « Ali div 2]
i+ idiv2

end while

: A[i] — X

S

» dimensiunea heap-ului creste de la n elemente la n+ 1
(evident, dar trebuie previzut spatiu unde heap-ul are loc s3
creascd)

» timpul este in O(log n)
» asadar, pe un heap se poate efectua orice operatie Tntr-un
timp logaritmic
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Insert-heap. Exemplu

(h)

Structuri de multimi disjuncte

Proprietati:
» submultimi care nu au elemente comune
» consideram c3 avem N elemente si o partitie S1, Sp, ..., doud
cate doua disjuncte
> trebuie s3 se poata realiza urmatoarele operatii:
> reuniunea a doud submultimi, S; U S;
» gasirea submultimii care contine un element dat
> se alege intr-un prim pas, ca etichetd a unei multimi,
elementul s3u minim
> se creeazd tabloul set[1... N], ce pastreazs etichetele
multimilor din care fac parte elementele 1...n
» avem proprietatea set[i] < i, 1 << N
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Varianta nr. 1 |

function find1 (x)
1: return set[x]

procedure mergel (a, b)

1:

10:

2
3
4
5
6:
7
8
9

i+ a
cj+ b

: IR
- end if

end if
end for

- if i > j then

for k< jto N do
if set[k] =j then
set[k] < i

Varianta nr. 1 |l

1 2

3

2

1

3

4

set[1] | set[2]

set[3]

set[4]

set[5]

set[6]

set[7]

set[8]

set[9]

set[10]

mergel(N —n+1, N — n)

timpul va fi in O(n?)

29

avem o serie de n operatii mergel() si find1()

secventa este mergel(N, N — 1), mergel(N —1,N —2), ...,

cazul cel mai nefavorabil apare dacd o multime de un element
creste cu cate un element la fiecare pas




Varianta nr. 2 |

3

set[1] | set[2] | set[3]

set[4]

set[5]

set[6]

set[7]

set[8]

set[9]

set[10]

P @ @
& %Od%\@

> reprezentam mulfimea ca arbore 'inversat’

» dacd set[i] = i, atunci i este eticheta multimii, adica rddacina

arborelui

» dacd set[i] # i, atunci set[i] este parintele lui / in arbore

Varianta nr. 2 |

function find2(x)

1. 1+ Xx

N

3: i< set[i]
4: end while
5: return |

procedure merge2(x)

1: if a < b then

set[b] «+
else

set[a] «
end if

> reuniunea se face mai rapid, dar s-a pierdut din performanta

find-ului

a

b

. while set[i] # i do

» pentru cazul cel mai nefavorabil (care?), pentru n operatii
find2() si merge2() timpul este tot in O(n?)
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Varianta nr. 3 |

» fuzionarea arborilor ar fi bine sa se faca astfel Tncat arborele
de Tnaltime mai mica s3 devina fiu al celeilalte radacini

> la fuzionarea a doi arbori de Tnaltime h; si hy Tndltimea
arborelui rezultat este max(hy, ho) dacd hy # hp sau h; + 1
daca hl = h2

> prin aceasta reguld, un arbore cu k varfuri va avea inaltimea
cel mult |log k|

» convenim s3 stocdm Tndltimea subarborilor in H[1..N]
> initial, H[] =0, i=1...N

» se modificd algoritmul de fuzionare

Varianta nr. 3 Il

procedure merge3(a, b)
1. if H[a] = H[b] then

2: H[a]eH[a]—Fl

3:  set[b] < a

4: else

5. if H[a] > H[b] then
6: set[b] < a

7. else

8: set[a] < b

9. endif

10: end if

» o serie de n operatii find2() si merge3() necesitd, in cazul cel
mai nefavorabil, un timp O(n log n)

» drumul se poate comprima si mai mult daca, atunci cand se
face un find(), se 'agatad’ toate varfurile parcurse direct de
radacina cautata
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Varianta nr. 3 |l

function find3(x)

1: r<x

2: while set[r] # r do
3: r < set|r]

4: end while

5: [+ X

6: while / # r do
7. j <+ set|i]
8 set[i] « r
9 i+

10: end while
11: return r

» HJa] va da Tn acest caz o limitd superioarad a inaltimii arborelui

» procedura merge3() rdmane valabil3

Varianta nr. 3 1V

(a) (b)

» (a) arborele Tnaintea comprimdrii drumului

» (b) acelasi arbore dupa operatia find(20)
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Ordinul de timp pentru find3() si merge3()

v

o serie de n operatii find3() si merge3() necesitd, in cazul cel
mai nefavorabil, un timp in O(n log™ n)

v

logaritmul stelat este definit ca:

log* N = min{k| log log ... log N <0}
—_———

de k ori

v

log* N creste incet, log* N <5 pentru orice N < 65536
log* N < 6 pentru orice N < 265536

practic timpul este liniar

v

v

Functia lui Ackermann |

» functie cu crestere foarte rapidd, este inversa logaritmului stelat
. J+1, k=0
) ={ g,
Ag—l)(./)v k 2 1

» unde AU)(j) este aplicarea de i ori a functiei A(j) peste rezultatul
aplicarii ei anterioare, adica

AD(j) = AT-D(A()) = AT=D(A(A()))
= = AA( - AG) )
S———

de i ori

> atunci A () = Ad(AD) () = Ac(i),

> iar A(()O)(j) = j este functia identic3
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Functia lui Ackermann I

» calculul primilor termeni:

i)y- i—1)/. i—1)/. i—2) /-
AP () = A(ATV()) = ATTV() + 1= Ao(AY () + 1
=A N 42= =AY +i-1=i+

M) = AT () =2 +1

Ax(j) = ATV() = AlAD () = 2 (AD())) + 1
=2 AAY()) +1=2-(2-ATV(G) +1) +1
=2 AUV r241= ..
= A0y 42y
=2H(j+1)-1

As(j) = AT() = Ay(AD () = 220 (4D () + 1) — 1

Functia lui Ackermann lll

» folosind calculele anterioare:

A(1)=1+1=2

A1) =2-1+1=

A1) =2"(1+1)-1=7

As(1) = AD(1) = Ay (A (1)) = Ap(7) =28 -8 — 1 =2 — 1 =2047
Ag(1) = AP(1) = As(As(1)) = As(2047) = AT (2047)

= Ay (AP(2047)) = Ax(As(... A (2047) . .))
> Ay(2047) = 220%8.2048 — 1 = 22059 1 > 220%6
:(24)514 _ 16514 > 10514 > 1080

» unde 1089 este num3rul estimat al atomilor din universul observabil
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Arbori binari de cautare

» fiecare nod poate regasi, pe langa cheia proprie, nodurile
parinte, fiu stanga si fiu dreapta
> proprietatea arborelui binar de cautare:
» dac3d y este un nod din subarborele stang al lui x, atunci
y.key < x.key
» daca y este un nod din subarborele drept al lui x, atunci
x.key < y.key

(a) (b)

Parcurgerea arborelui
procedure inorder-tree-walk (x)

1: if x # NIL then

2:  inorder-tree-walk(x.left)
3:  print x.key

4:  inorder-tree-walk(x.right)
5: end if

» algoritmul se lanseaza cu un apel inorder-tree-walk(root)
» proprietatea arborelui binar de cautare permite afisarea tuturor
cheilor:
> crescator, dacd arborele este parcurs Tn inordine;
» descrescator, daca la parcurgerea in inordine inversam pozitia
parcurgerii fiului drept cu cea a parcurgerii fiului stang
» parcurgrea in preordine tipareste cheia radacinii Thaintea
cheilor fiilor
» similar, parcurgerea in postordine va tipari cheia radacinii
dupd cheile din subarbori (exemplu? ordin de timp?)
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Interogarea intr-un arbore binar de cautare

-~ \
NN
do b -
|

@

® ®

> tipuri de interogari:
» c3dutarea unui nod anume
> minim
> maxim

» predecesor

> succesor

» fiecare se poate realiza in O(h) pe un arbore de indltime h

» n cazul cel mai nefavorabil, arborele fiind nebalansat, cat
poate fi inaltimea lui?

Cautarea

function tree-search (x, k)

1: if x = NIL or x.key = k then
return x
end if
if kK < x.key then
return tree-search(x.left, k)
else
return tree-search(x.right, k)
8: end if
function iterative-tree-search(x, k)

Noog ke

1: while x # NIL and k # x.key do
2: if k < x.key then

3 X < x.left

4 else

5: X 4— x.right

6 end if

7: end while

8: return x
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Minimul si maximul

function tree-minimum (x)

1: while x.left # NIL do
2 X < x.left

3. end while

4: return x

» care este drumul parcurs in fiecare din cele doud cazuri?

function tree-maximum (x)

1: while x.right # NIL do
2. x < x.right

3: end while

4: return x

Succesorul si predecesorul unui nod

function tree-successor (x)

1: if x.right # NIL then
2:  return tree-minimum(x.right)
3: end if

4: y < X.parent

5: while y # NIL and x = y.right do
6: X4y

7 y < y.parent

8: end while

9: returns y

» succesorul unui nod x este nodul avind cea mai mica cheie mai
mare decat cheia lui x

» dacd subarborele drept al nodului x este vid, atunci succesorul
lui x va fi cel mai de jos nod stramos al sdu al carui fiu sting
e de asemenea stramos pentru x (exemplu, nodul 13)

37



Inserarea si stergerea |

procedure tree-insert(T, z)
1y« NIL

2: x < T.root

3: while x # NIL do

4: Yy X

5: if z.key < x.key then
6: X < x.left
7 else
8: X < x.right

9: end if

10: end while

11: z.parent <y

12: if y = NIL then

13: T.root < z
14: else if z.key < y.key then
15:  y.left + z
16: else
17:  y.right < z
18: end if

Inserarea si stergerea Il

plecind de la rdd3cing, se cautd un nod in jos
ultimul nod nenul va fi pastrat in y
cand nodul x devine nul, el indica pozitia unde trebuie plasat noul nod

exemplu, nodul 13

vV v.v v Y

timp Tn ordinul Tnalfimii arborelui

procedure tree-remove(T, z)

1: if z.left = NIL or z.right = NIL then
2: y<+z

3: else
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Inserarea si stergerea Ill

y « tree — successor(z)
end if
if y.left # NIL then

X < y.left
else

X < y.right

: end if
: if x # NIL then

Xx.parent <— y.parent

: end if
: if y.parent = NIL then

T .root < x

: else if y = y.parent.left then

y.parent.left < x

: else

y.parent.right <— x

: end if
1 if y # z then

z.key < y.key

: end if
. return y

se determina mai Tntdi nodul y care se sterge; fie nodul z fie
succesorul lui z, dac3 acesta are doi fii

n x se determind fiul care se deplaseaz3, fie NIL dac3 z nu are
fii

se elimina din arbore nodul y, prin modificarea legaturilor

se realizeaza mutarea datelor in cazul eliminarii succesorului

se intoarce ca rezultat nodul sters

i

(a)

» dacd z nu are fii, se va modifica parintele sau pentru a-i

Tnlocui fiul cu NIL
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QTR [T

(b)

v

dacd z are un singur fiu, atunci se elimind prin modificarea
parintelui sdu, astfel ncat acea legdturd nu mai indicd spre z
ci spre fiul lui z

» daca z are doi fii, se cauta succesorul y al lui z

> acest succesor y nu are fiu stdng, pentru cd, dac3 ar avea,
acesta ar avea cheia mai micd sau egald cu cheia lui y

> asta ar insemna ca acela de fapt ar fi succesorul lui z
> se Tnlocuieste informatia lui z cu informatia lui y astfel gasit

> y se sterge din vechiul s3u loc, prin refacerea legaturii
parintelui sau
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Parcurgerea arborilor Tn adancime |

procedure ad (v)

1. marcalv] « vizitat
2: for fiecare varf w adiacent lui v do
3:  if marca[w] = nevizitat then
4 ad(v)
5 end if
6: end for
procedure parcurge(G)
1: for fiecare v € V do
2:  marcalv] < nevizitat
3: end for
4: for fiecare v € V do
5. if marcalv] = nevizitat then
6: ad(v)
7. endif
8: end for

Parcurgerea arborilor Tn adancime |l

| 2

>

se alege un varf ca punct de plecare, se marcheaza

daca unul din vecinii sai nu e marcat, initiem apeluri pornind
de la acesta, recursiv

doar la revenirea din recursie se parcurg restul varfurilor vecine

se Tncearca astfel initierea a cat mai multe apeluri Tnainte de a
se reveni din apel

tehnica explorarii unui labirint

DG OBO (Eﬂ—é é%»@

(@)
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Parcurgerea arborilor in adancime Il

» presupunem un graf cu m muchii si n varfuri

» fiecare varf e vizitat o datd, deci n apeluri ale procedurii ad()
cu el ca argument

> din varf se testeaza toti vecinii

» numarul de verificari este m pentru un graf orientat sau 2m
pentru unul neorientat

» timpul de executie este in ©(max(m, n)) = ©(m + n)

» daca graful e reprezentat prin lista de adiacenta, inspectarea
vecinilor unui nod se face in ©(n), deci timpul total va fi
O(n?)

» parcurgerea arborelui genereaza un arbore / padure de arbori

Parcurgerea grafurilor in |atime (level order) |

procedure lat(v)

1: C + coada vid3d
2: marcalv] < vizitat
3: insert-queue(C, v)

4: while C nu este vida do

5. u < delete-queue(C)

6:  for fiecare varf w adiacent lui u do
7 if marca[w] = nevizitat then
8 marca[w| < vizitat

o: insert-queue(C, w)

10: end if

11:  end for

12: end while

» mai Tntdi se parcurg varfurile adiacente de adincime 0 (vecinii)

> se foloseste o coad3d pentru a parcurge mai tarziu varfurile
adiacente de adancime 1
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Parcurgerea grafurilor in 13time (level order) I

» procedura lat() se va chema din aceeasi procedurd parcurge()
» ordinea de parcurgere coincide chiar cu numerotarea nodurilor
» la fel, rezultatul parcurgerii este un arbore / padure de arbori
» acelasi ordin de timp, ©(m + n) sau ©(n?)

> se foloseste pentru explorarea radiald, din aproape n aproape

» determinarea celui mai scurt drum Tntre doud varfuri

43



44



Cursul nr. 2

ANALIZA EFICIENTEI ALGORITMILOR

Cuprins

Notatia asimptotica

Tehnici de analiza

Analiza algoritmilor recursivi

Teorema master

Analiza amortizata

Anexa 1: aplicatie pentru analiza amortizata

Anexa 2: formule utile
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Notatia asimptotica: scop

> Permite caracterizarea comportamentului algoritmilor, din
punct de vedere al vitezei de calcul si al memoriei ocupate

> Se foloseste pentru determinarea comportamentului
asimptotic al unui algoritm, adica pentru situatii in care
dimensiunea datelor este suficient de mare

» Se referd intr—un mod concis la ordinul de crestere a functiilor

» Utilitate:

» permite compararea a doi algoritmi ce rezolva o aceeasi
problema

» permite determinarea eficientei si scalabilitatii algoritmului, a
punctelor in care performanta ar trebui crescutad

> poate determina c3utarea de alternative (euristici, algoritmi de
aproximare etc)

Notatia asimptotica - ©

» Notatia asimptotica se adreseaza functiilor care sunt definite
pe N={0,1,...}

> Uneori este convenabil s3 se extind3d notatia la argumente
numere reale pozitive

» Notatia ©: pentru o functie g : N — R

@(g):{fZN%R‘ dey, 0 > 0,3np € N :
0 < cig(n) < F(n) < cog(m) ¥n>mo} (1)

» Notatii: f € ©(g), f =©(g), f(n) € ©(g(n)),
f(n) = ©(g(n))

> Notatia cere ca functiile f si g sa fie asimptotic nenegative,
adica de la un prag in sus valorile lor sa fie > 0
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Notatia asimptotica - ©

» O(g) se mai numeste si ordinul exact al lui g

> Exemplu: 5n3 —2n? € ©(n?), asta presupunand a gsi
constantele reale c1, c; > 0 si pragul ng pentru care definitia
(1) este satisfacutd (la tabld)

> Se poate arita c3 5n3 —2n? ¢ ©(n?) si 5n% — 2n% ¢ O(n*)
k .

» Mai general, pentru o functie polinomiald f(n) = > ¢in' cu
i=0

cx > 0 se poate arita c3 f(n) = O(n¥)

» Pentru k = 0: un termen constant este in ©(n°%) = ©(1) —
notatie simbolicd folosita pentru o functie care este constanta
n raport cu variabila n

Notatia asimptotica - O

» Remarc3: notatia © d3 atat minorare, cat si majorare de
functie folosind o singura functie, g

» Pentru cazul Tn care se studiaza doar majorarea functiei se
foloseste notatia O

» Pentru g :N— R

O(g)={f:N—>R|dc>0,3ng € N :
0<f(n)<cg(n)Vn=>no} (2)

> C - g este un majorant incepand de la un prag
» Evident, dacd f € ©(g) atunci f € O(g) si deci ©(g) C O(g)

» Notatia O defineste un majorant pentru o functie, dar fara a
exista obligatia ca acest majorant sa fie foarte apropiat de
functia considerata

» 5n3 —2n? € O(n®) dar avem si cd 5n° — 2n% € O(n*)
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Notatia asimptotica - 2

v

Pentru cazul in care se doreste doar studierea minorarii unei
functii se foloseste notatia 2

Pentru g : N — R

v

Qg)={f:N—=R|Jc>0,3np € N :
0 <cg(n) <f(n)¥n=>no} (3)

» Evident, dacd f € ©(g) atunci f € Q(g) deci ©(g) C Q(g)
» 5n3 —2n? € Q(n®) dar avem si c& 5n® — 2n? € Q(n?)
» ca si in cazul lui O, notatia Q2 nu obligd la o minorare foarte
stransd

Proprietati ale notatiilor asimptotice

Propozitii

Pentru orice doud functii f si g avem c3 f € ©(g) daca si numai
dacdfe O(g)sifeQg).

©(g) = O(g) NQ(g)

Reflexivitate: f € X(f), unde X este ©, O sau Q

Tranzitivitate: dacd f € X(g) si g € X(h) atunci f € X(h), X ca
mai sus

Simetrie: f € ©(g) dacd si numai dacd g € ©(f)

Simetrie transpusa: f € O(g) dacd si numai dacd g € Q(f).

» Putem defini ierarhii de functii:

0(1) € O(log n) € O(n) € O(nlogn) € O(ny/n) C O(n?) C
co(n®)c o) co)c...
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Notatia asimptotica

» Se poate ca timpul de executie al unui algoritm s3 depindd de
mai multi parametri

» 1n acest caz, notatiile asimptotice se extind natural, e.g.
pentru g : N x N — R:

O(g) ={f:NxN—=R|Jc>0,Img,np € N :
0<f(mn)<c-g(mn)¥m>mo,n>ny} (4)

si analog pentru 2, ©.

Notatia asimptotica conditionata

> Uneori se pot considera cazuri particulare de functii, ce
satisfac anumite conditii convenabil alese (predicate)

» Se poate folosi notatia asimptoticd conditionata:

» Considerdam f : N — R, o functie arbitrar3 si
P : N — {false, true} un predicat!
> Definim notatia asimptoticad conditionats O(:|-):

O(f|P) ={t:N—=R;|3c > 03ny € NVn > ng
[P(n) = t(n) < cf(n)]} (5)

» Similar se definesc notatiile pentru 2, ©

1R+ = [07 OO]
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Notatia asimptotica conditionata

» O functie f : N — R, se numeste asimptotic nedescrescitoare

daca
(3no € N)(Vn > ng) f(n) < f(n+1)

» Prin inductie se poate arata ca o astfel de functie are
proprietatea:

f(n) <f(m)¥Vn<m,nm>ng

Definitie
Pentru o functie asimptotic nedescrescatoare, pentru un intreg
b > 2 spunem ca functia este b-netedd daca f(bn) € O(f(n))
» Este n3 2-neted3? este 2" o functie 3-neted3? este n!
4-neteda?

» Se poate ardta ca orice functie care este b-neteda pentru un
b > 2 este de asemenea b-netedd pentru orice intreg b > 2;
vom numi o functie “b neteda” mai simplu: “neted3d”

Notatia asimptotica conditionata

Propozitie
Fie b > 2 un intreg oarecare, f : N — R o functie netedad si
t: N — Ry o functie asimptotic nedescrescatoare, astfel incat

t(n) € X(f(n)|n este o putere a lui b) (6)

unde X poate fi O, Q, ©. Atunci t € X(f). Suplimentar, daci
t € O(f), atunci si functia t este netedd.

Propozitie

Fie T : N — R, o functie asimptotic nedescrescitoare cu

T(n) =aT (n/b)+cn* unde n > ny > 1, b >2, k > 0 intregi, a si
¢ numere reale pozitive iar n/ng este o putere a lui b. Atunci avem:

o(n") pentru a < b

T(n) € { ©(nklogn) pentru a = b* (7)
O(n'oes»2) pentru a > b
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Scopul analizei

> Analiza se face pentru fiecare algoritm Tn mod specific

» Scopul analizei: obtinerea complexitatii in timp a unui
algoritm

» Analiza poate fi facutd si pentru spatiul de memorie necesar
rularii algoritmului

» Rezultatul analizei: suport decizional pentru alegerea unui
algoritm dintr-o multime de algoritmi care rezolva o aceeasi
problem3

» Analiza se face pentru cazuri asimptotice = pentru
dimensiune a datelor de intrare dincolo de un anumit prag

Tehnici de analiza - sortarea prin selectie

Sortare-prin-selectie(T[1...n])
1 fori=1ton—1do

2 minj < i; minx <— TI[i]

3 for j < i+ 1to ndo

4 if T[j] < minx then

5 minj < j; minx < TI[j]
6 T[minj] < TIi]; T[i] < minx

Analiza:

> Testul de la linia 4 si eventualele atribuiri de la linia 5 au un cost majorat
de o constanta a, independenta de datele de intrare

» Pentru ciclul de la linia 3, costul este dat de: numarul de iteratii
executate (n — i) Tnmuliit cu (costul liniilor 4 si 5 + cost datorat
initializ3rii ciclului, b); in total, pasii 3-5 au cost b+ (n — i)a’, unde
a’ = a + timpul de incrementare a contorului j + timpul necesar pentru
efectuarea testului de terminare a ciclului

> Linia 2 are un cost constant ¢, independent de datele de intrare

n
> Liniile 1-5 au costul Y (¢’ + b+ (n —1)a’) unde ¢’ = c+ costul
i—1
atribuirilor din linia 6 4 timpul de incrementare a contorului i 4 timpul
necesar pentru efectuarea testului de terminare a ciclului
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Tehnici de analiza - sortarea prin selectie

>

Initializarea ciclului din linia 1 are un cost d; in total, costul
este

n
T(n)=d+Y (I +b+(n—i)a) (8)

i=1
Ecuatia (8) se reduce la
T(n)=2 -n+(b+c —2)n+(d—c — b) deci
complexitatea algoritmului este ©(n?) (vezi discutia despre
complexitatea functiilor polinomiale, pagina 5)
Ordinea elementelor nu influenteaza complexitatea
algoritmului; nu existd un caz cel mai (ne)favorabil
Se admite ca analiza s3 nu fie atat de detaliata: pentru cazul
de mai sus, instructiunea de test de la linia 4 poate fi
considerata drept “barometru”
Instructiunea barometru este executatd de n(n — 1)/2 ori

pentru orice set de date de n elemente, deci complexitatea
este ©(n?).

Tehnici de analiza - sortarea prin insertie

Sortare-prin-insertie(T[1...n])

1 for i=2to ndo

N

3
4
5
6

x4+ Tl j+i—-1

while j > 0 and x < T[j]
T[j+ 1] < T[]
Je—j—-1

Th+1] < x

» Element folosit ca barometru: comparatia x < T|[j]
» Pentru un / fixat:

> cazul cel mai nefavorabil este cand x < T[j] pentru
j=i—1i-2...1

» numar de comparatii efectuate Tn acest caz: i — 1

» cazul cel mai nefavorabil corespunde sirului initial ordonat
descrescator

» Numarul total de comparatii pentru cazul cel mai nevaforabil:

Si-1)= ”(”2_1) € O(n?)
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Tehnici de analiza - sortarea prin insertie

Estimarea timpului mediu:
» Presupunem ca elementele lui T sunt distincte si ca toate
permutarile sunt egal probabile

» Probabilitatea ca x > T[i — 1] este 1/, deci cu probabilitatea
1/i se executa exact o singura data comparatia “x < T[j]"
din while;

» Probabilitatea ca T[i —2] < x < T[i — 1] este 1/, deci cu
probabilitatea 1/i se executa exact de doua ori comparatia
“x < T[j]" din while, etc;

> Probabilitatea ca sa se execute de exact i — 1 ori ciclul while
este 2/i:

» o datd pentru cazul T[1] < x < T[2]
> ncd o data pentru cazul x < T[1]

Tehnici de analiza - sortarea prin insertie
Estimarea timpului mediu (continuare):

» Numarul mediu de executii al ciclului while pentru un i > 2
oarecare este:

1 1 . 1 . 2

» Numarul total mediu de executii este:

n n .
i+1 1 n?+3n
ZI__ZC Z( 2 i> 4 "

i=2

unde H, este suma partiald de ordinul n a seriei armonice:

n
1
H, = E P € O(log n) — vezi pagina 84, ecuatia (32)
k=1

» Complexitatea medie este ©(n?)
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Tehnici de analiza - heapsort

Heapsort (T[1...n]) Sift-down(T[1...n], i)

1 Make-heap(T) k<« i

2 for i < n downto 1 repeat

3 T[1] «» TIi] j+ k

4 Sift-down(T[L...i-1], 1) if 2j < and T[2j] > T[k]

then k + 2j
if 2/ +1<n and T[2j+1] > T[k]
then k < 2j+1
T[] < TI[k]
until j = k

Make-heap(T[1...n])

1 {Formeazs din T un heap}

2 for i < | 4] downto 1

3 Sift-down(T, i)

©oO~NOO s WN

» Barometru: instructiunile din interiorul ciclului repeat
» Fie m numarul maxim de repetari al buclei repeat, pentru
apelul Sift-down(T[1...n], 1).

> Fie j; valoarea care se atribuie lui j in linia 3, la a t-a repetare
a buclei
> evident, j; =/
> pentru 1 < t < m, la sfarsitul celei de a (t — 1)-a bucle avem
C3j A ksik>2j=2j 4
> cum jy = k avem ca j; > 2j;1 pentrul <t <m

Tehnici de analiza - heapsort

» Rezulta:

n
N> jm>2jm1>4mo2>--2> 2m_1j1 = 2m_1i = m< 1+|0g2 -

(9)
» Numarul total de executii al ciclului repeat datorate apelurilor
din procedura Make-heap are proprietatea

15] 5]
T(n) < Z <1 + log, ?) = {gJ + {gJ log, n — Zlogz i
i=1 i=1 (10)
» Conform Anexei, relatia (35), avem:

k1

2] 3]
,Z_;IogQIE /1 log,(x)dx = %(xlnx—x)

_15Im(g) -3+ 12 toga | 2 - -1 gy

In2
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Tehnici de analiza - heapsort

» Deducem ca:

T(n) <2 EJ + len;l € 0(n)

deci procedura Make-heap necesitd timp T(n) € O(n).

> Este evident ca construirea unui heap necesita parcurgerea
fiecdrui element, deci T(n) € Q(n)

» In concluzie, timpul necesar construirii heap-ului prin
Make-heap este ©(n)

» Din inecuatia (9) si tindnd cont c3 i > 1 rezultd c3 tipul
necesar lui Sift-down este O(log n)

» Timpul procedurii Heapsort este deci
©(n) + O(nlog n) = O(nlog n)

» Folosind un rezultat care spune c3 orice algoritm de sortare
bazat pe comparatii are complexitatea in cazul cel mai
nefavorabil de Q(nlog n), rezultd cd Heapsort are
complexitatea ©(nlog n).

Exemplu de problema recursiva

» Problema: s3 se calculeze al n-lea element al sirului lui
Fibonacci:

F(n) = n pentru n € {0,1}
= f(n—1)4+f(n—2) pentrun>2

» Se pune ntrebarea: dac3 se face implementare directa a
formulei, prin functie recursiva a formulei de mai sus, este ea
o implementare eficientd?
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Metoda iteratiei

» Strategie: se executd primii pasi ai iteratiei, intuindu—se
formula; se demonstreaza apoi prin inductie matematic3
validitatea ei

» Strategia functioneaz3d doar pe unele cazuri.
> Exemplu: plecam de la o recurenta mai simpla:

((n) = 1 pentru n=1
| 2t(n—1)+1 pentrun>1

» Pentru un n > 1 avem:

n—2
t(n) = 2t(n—1)+1 = 2*t(n-2)42+1 = --- = 2" 1 ¢(1)+» 2’
i=0

» Prin inductie matematica se confirma formula termenului
general t(n) =2" -1

Inductia constructiva

» Strategie: se foloseste inductia matematicd chiar pentru o
formula partial specificata

> Rezultat: se completeaza partile necunoscute ale formulei si se
demonstreaza si corectitudinea ei

» Exemplu:

/0 pentru n =10
fln) = { f(n—1)+n pentrun>0 (12)

» Avem: f(k) — f(k — 1) = k; Tnsumand pentru
k=nn—1,...,2obtinem f(n)=>",i<>" n=n’
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Inductia constructiva (cont.)

Formuldm ipoteza inductie partial specificate //SP(n):

f(n) = an®+ bn+c

Presupunem /ISP adevaratd pentru n — 1 si din (12) obtinem:
f(n)=(a(n—1)2+b(n—1)+c)+n=

an® +(1+b—2a)n+(a—c+b)

Facem egalarea coeficientilor cu expresia corespunzatoare lui
IISP(n) si rezultd: a = b =1/2, ¢ oarecare. Valoarea lui ¢ se
obtine din conditia initiald 7(0) = 0.

Am ardtat c3 daca /ISP(n — 1) este adevaratd, atunci si
IISP(n) este adevdrata si am dedus totodata forma exactd a
lui £(n)

Denumire alternativd a metodei: metoda substitutiei
(“Introducere in algoritmi”, Cormen et al., sectiunea 4.1)

Recurente liniare omogene

v

v

v

Considerdam ecuatii recurente liniare omogene:
aotp +artp—1+ -+ aktp—k =0 (13)

unde t; sunt valorile cautate, a; sunt coeficienti constanti

Se cauta solutii de forma: t, = x", cu x constanta
(deocamdata necunoscutd)

Substituind forma n (13), obtinem:
aox" + aix" L ax"F=0 (14)

Excludem solutia triviala x = 0 si obtinem ecuatia
caracteristica a recurentei (13):

aoxk+alxk*1+~~~+ak:0 (15)
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Recurente liniare omogene (cont)

» Pentru cazul in care cele k rdddcini ri, ..., rc ale ecuatiei (15)
sunt distincte, termenul general corespunzator recurentei
omogene initiale (13) are forma:

k
th = Z cir!' (16)
i=1

» Coeficientii (constantele) ¢;,1 < i < k se determind din
conditiile initiale date ale recurentei

Recurente liniare omogene (exemplu)

» Pentru sirul lui Fibonacci: t, =t,—1 + th_2, to =0, t; =1,
ecuatia caracteristica este:
x>—x—-1=0

» Rddacinile sunt distincte: r; o = H;—\/g

> Solutia generald are forma t, = c1r{ + cry;
» Se aplicd conditiile initiale:
f(O):O, n=0: cg+c=0
f(l)=1,n=1: na+ne=1
» Se obtin coeficientii ¢1 2 = +1/V/5

» Concluzie: implementarea recursivd pentru calcularea lui f(n)
(vezi pagina 22) are complexitate exponentiald
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Recurente liniare omogene (cont)

» Cazul in care ecuatia caracteristica (15) nu are radacini
distincte se trateaza astfel:

» daca r este o radacind cu grad de multiplicitate m a ecuatiei
caracteristice (15), atunci se poate arita ca:

2 m—1_n

ta=r"ta=nr"t,=nr",... t,=n r
sunt solutii ale ecuatie caracteristice.

> solutia general3d este o combinatie liniara a termenilor de
aceastad form3 si a celorlalte rddacini distincte ale ecuatiei
caracteristice

» Exemplu: consideram recurenta t, = bt,_1 — 8t,_> + 4t,_3,
n > 3 cu conditiile initiale: tg =0, t; =1, tp = 2.
> ecuatia caracteristicd are rddacinile 1 (de multiplicitate 1) si 2
(de multiplicitate 2).
solutia generald este: t, = 11" 4+ 2" + c3n2”
din conditiile initiale obtinem ¢; = =2, ¢ =2, c3 = —1/2

\4

v

Recurente liniare neomogene

» Consideram ecuatiile recurente de forma:

aotp + arth—1 + -+ akth_k = b”p(n) (17)
unde b este o constanta iar p este polinom in n de gradul d

» Strategie de lucru: prin manipuldri se aduce (17) la o
recurentd omogena

> Se ajunge la ecuatia caracteristica:
(a()Xk -+ alxk_l + -+ ak)(x - b)d+1 =0 (18)

care se trateaza ca Tn cazul omogen
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Recurente liniare neomogene (cont)

Exemplificare / motivatie pentru ecuatia (18):

v

v

v

v

ty — 2t 1 = 3" (19)
b=3,p(n)=1d=0
fnmultim (19) cu 3:
3t, — 6t, 1 = 31 (20)
rescriem (19) pentru n — n+1
thp1 — 2t, = 3™ (21)

scadem ultimele doua ecuatii si obtinem:
th41 — bt +6t,—1 =0

Schimbare de variabil3a

| 2

Uneori, folosind o schimbare de variabild se poate ajunge la o
expresie mai simpla

» Exemplu: pentru T(n) =4T(n/2)+n, n>1
» Consideram valorile lui n care sunt puteri ale lui 2: n = 2k

notim t, = T(2%) = T(n)

Se obtine: tx = 4tx_1 + 2 avand ecuatia caracteristic3
(x—4)(x—-2)=0

Prin tehnicile explicate anterior se ajunge la forma:

t, = C14k -+ C22k

Facand schimbarea de variabild k = log, n obtinem
T(n) = c1n® + con, deci:

T(n) € O(n?|n este o putere a lui 2)

Ad3ugand conditia ca T(n) s3 fie asimptotic nedescrescdtoare
si tindnd cont c3 functia n® este neted3, pe baza propozitiei
de la pagina 12 se obtine c¥ T(n) € O(n?).

Alternativa: se foloseste teorema master
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Arborele de recurenta

» Metoda utild pentru abordarea recurentelor

» Serveste ca punct de plecare pentru inductia constructiva sau
se poate folosi pentru functii netede nedescrescatoare

» Exemplu: care este complexitatea functiei T data de
T(n) =3T(|n/4]) +cn? c>0

» Pentru Tnceput se poate presupune c3 n este o putere a lui 4

> Strategie: se creeaza un arbore de recurentd ce permite
aflarea costului computational

» Arborele este construit pe nivele succesive pana cand costul
nodurilor la care se ajunge este cunoscut

Arborele de recurenta

cn?

TE TR T (%) (3’ f[!
T(%) '.J TR TER) TER) TR TR THED TR
Figurd: Costul lui T(n) este Figura: Fiecare din copiii din arborele
dat de costul celor trei anterior este expandat si are costul dat de
. . o ey 2
noduri copil corespunzatoare copiii lui plus ¢ - (%)

lui T(n/4) plus termenul cn?
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Arborele de recurenta

e |

e(a) e (s ® it

w /N /IN /N

c(&) &) ol c(&F e(&) e(®)° (B e(R) (@) () en?

,/ VIV IRV TR R

en? l'ﬂ"
=g
\__‘

T() T() T() T() T() T() TA) T() T() T(1)  --. T T(1) T(1) omve?)

oRad

Total: (n%)

Figurd: Se continud cu expandarea fiecdrui nod pan3 cand se ajunge la
noduri pentru care valoarea este cunoscuta. [ dreptul fiecarui nivel este
costul care se adauga la cel dat de nodurile copil din nivelul imediat
inferior.

Arborele de recurenta

> Generarea de nivele in arbore continud pana cand costul
nodurilor se cunoaste

> In exemplul considerat: adancimea unui astfel de nod este
acel k pentru care n/4k =1 < k =log, n

» T(n) se compune din termenii scrisi pe marginea arborelui de
recurenta plus costul tuturor frunzelor din arborele de
recurentd

2
T(n) = cn2+136cn —|—<3> cn’® 4+

16
3 log, n—1 |
- 0gs 3
+ <16> cn® + O(n'o&s3)
log, n—1 3 i
— n? Z <16> +@( Iog4)
i=0

< cn? 3 <136>'+e( log4 3) — (22)

=
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Arborele de recurenta

T(n) = foen?+O(n5%) = (23)

= 0(r?)

» T(n) = O(n?|n putere a lui 4)
» Se poate continua Tn doud moduri:
> Se foloseste rezultatul de mai sus ca punct de plecare pentru
ipoteza T(n) < a- n* si se demonstreaz3 prin inductie
validitatea ei;
» Ad3ugind la problema initiald conditia ca T(n) s3 fie
asimptotic nedescrescitoare? si tinand cont c3 functia n® este
netedd, pe baza ecuatiei (12) se obtine cd T(n) € O(n?)

2|poteza este rezonabil3: daci dimensiunea datelor creste este de asteptat ca
efortul computational s3 fie mai mare.

Metoda master

wn

» Utilitate: este o “reteta” ce se poate aplica pentru recurente
de forma:
T(n)=aT(n/b) + f(n)
cu constantele a > 1, b > 1 si f asimptotic pozitiva
» Rezultat: 3 cazuri ce se aplicd n functie de legaturile dintre a,
b, f

» Desi n/b s-ar putea s3 nu fie numar intreg, acceptdm notatia,
interpretand-o fie ca [n/b|, fie ca [n/b]
> intepretarea nu schimba comportamentul asimptotic
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Metoda master

Teorema
Fie a> 1 si b > 1 constante, fie f(-) o functie si T(-) definitd pe
Intregii nenegativi prin recurenta:

T(n)=aT(n/b)+ f(n) (24)

unde interpretam n/b fie ca |n/b|, fie ca [n/b]. Atunci T poate fi
delimitatd asimptotic dupd cum urmeaza:

1. Daci f(n) € O(n'°&3=¢) pentru o anumits constantd ¢ > 0
atunci T(n) € ©(n'°8»2)

2. Daci f(n) € ©(n'°8»2), atunci T(n) € ©(n'°%>?log n)

3. Dacd f(n) € Q(n'°8»3%¢) pentru constanta ¢ > 0 si dacd
af(n/b) < cf(n) pentru o anumitd constantd ¢ < 1 si tofi n
dincolo de un prag, atunci T(n) € ©(f(n)).

Metoda master

» In fiecare caz se compard f(n) cu n'°g?

» Cea mai mare din cele doua influenteaza rezultatul final

» In primul caz: f(n) trebuie s3 fie polinomial mai mic3 decat
n'°&»3: abstractie ficand de o constantd multiplicativd, f(n)
trebuie s3 fie de n® ori mai mic decat n'°8 2, pentru un
constant; o discutie asemanatoare este pentru al treilea caz

> Existd un “gol” intre cazurile 1 si 2, respectiv 2 si 3

» Putem aplica teorema master pentru a determina
complexitatea functiei: T(n) =2T(n/2)+ nlogy,n?
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Metoda master - schita a demonstratiei

» Se demonstreaza pentru valori ale lui n care sunt puteri exacte
ale lui b, apoi pentru valori n intermediare

» Pentrun=»b', i =0,1,..., pentru T definit ca:

[ e() daca n=1
Tin)= { aT(n/b) + F(n) dacin=pi>1 (%)

are forma generala:

log, n—1

T(n)z@(n'°gba>+ S df(n/b) (26)
j=0

Metoda master - schitd a demonstratiei (cont)

A flny i flny
fu [t} fu [} ﬂm by m i f(n /)
IIH,H'ZH‘UI Dy f(nb®)  finf lele bRy fn/b?) flnfb? )]uuﬂ Voo f () BFyomnitn a? f(n/D%)
I I
|
VIR W
‘:‘ e(l) eql) ("".1\ ‘"’["J Hi‘“ t“'l‘ll @(l) Will i"’(‘]] el "‘ll‘l\ G E(1) i @l d)
oana

lognn—1
Total: ©(u'?) 4 Z a’ fin/b')
j=0

Figur: Arborele de recurent3 pentru ecuatia (25). Costul nodurilor de la
un nivel este scris Tn dreapta arborelui.
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Metoda master - schitd a demonstratiei (cont)

» R&d3cina are costul f(n) si a copii, fiecare de cost f(n/b)
» Sunt &/ noduri la distant3 j de rid3cin3, fiecare cu costul

f(n/b)

» Frunzele au costul ©(1) corespunzitor lui f(n/b'%8s");
adancimea arborelui e log,, n; sunt 2851 — plogs 2 frynze:
totalul este cel din ec. (26)

Metoda master - schitd a demonstratiei (cont)

> Se pune problema determindrii complexitatii functiei
log, n—1

g(n)= > &f(n/b) din (26)
j_
» Se poate ardta ca:

O(n'°852) pt. f(n) = O(n'°822~%) pentru € > 0, const.

o)
g(n) = ¢ ©(n'°%?logn) pt. f(n) = O(n'°8s?)
©(f(n)) pt. af(n/b) < cf(n) cu c const <1lsgin>b
(27)

66



Metoda master - schitd a demonstratiei (cont)

Demonstratie pentru primul caz: f(n) = O(n'°837¢) =
f(n/b) = O((n/b)'8»2=%) =

g(n)=0 (Zjlo:gé, n—1 5 (ﬁ)logbafs)

log, n—1 log, n—1 i
i log, a—¢ | _ b\
n b — plog,a—e a
2) aj (b/) =n b E <blogba
J:

Jj=0
log, n—1
— nlogbafs bz: (bs)_/ _ nlogb a—e (Zi:i) _ n|°gb3*50(n5)
Jj=0
D)

Similar se demonstreaza si celelalte doud cazuri. Unind rezultatul
din ecuatia (27) cu expresia lui T(n) din ec. (26) se obtine
teorema master pentru valorile lui n puteri ale lui b.

Pentru valorile lui n Tntre doua puteri succesive ale lui b se obtin
madrginiri ale lui T(n) folosindu-ne de |n/b| < n/b < [n/b]

Analiza amortizata: scop

» Scop: determinarea timpului necesar pentru executia unei
secvente de operatii

> Rezultat: se determind media costului pentru secventa si de
aici costul mediu al unei operatii

» A nu se confunda cu analiza cazului mediu — unde se ia in
considerare probabilitatea (frecventa) operatiilor sau
distributia datelor

» Analiza amortizata da costul mediu pe operatie pentru
situatia (secventa) cea mai nefavorabild;

67



Analiz

1.

Analiz

a amortizata: metode

Metoda de agregare: se determina marginea superioara
T(n) a unei secvente de n operatii; costul amortizat pentru o
operatie este T(n)/n;

Metoda de cotare: se asigneazd cate un cost (resurs3)
fiecarei operatii, de asa maniera Tncat resursele totale alocate
sa nu fie depdsite; masurarea resurselor cheltuite d3 costul
total al secventei;

Metoda de potential: similar cu metoda de cotare, dar
costul este asociat cu intreaga structura de date.

a amortizata: enunt de problema

Problema: contor binar pentru incrementare

>

Se opereaza pe un sir de k biti A[0...k — 1] reprezentand un
contor binar

Cifra cea mai nesemnificativa este Tn A[0]; numarul
reprezentat de contor este x = Zf‘!ol Ali] -2

Initial contorul este setat la O

Se aplicd procedurd de incrementare

Incrementeaza(A)

SO WN

i+ 0

while i < kK AND A[i] =1
Alil=0
i< i+1

if i <k
Alil + 1
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Analiza amortizatd: metoda de agregare (1)

> ldeea de baza: pentru orice secventa de n operatii se
calculeaza timpul T(n)

» Ca atare, timpul amortizat este T(n)/n pentru fiecare
operatie, chiar dac3 secventa contine tipuri diferite de operatii

» Diferenta fatd de celelalte doua metode, pentru care costul
poate sa difere de la o operatie la alta

Analiza amortizatd: metoda de agregare (2)

Valoarea  A[7] A[6] A[5] A[4] A[3] A[2] A[1] A[0] Costul

contorului total
0 0 0 0 0 0 0 o @ 0
1 0 0 0 0 0 o @ B 1
2 0 0 0 0 0 0 T | 3
3 0 0 0 0 o @ B I 4
4 0 0 0 0 0 1 o @ 7
5 0 0 0 0 0 1 @ B 8
6 0 0 0 0 0 1 1 @ 10
7 0 0 0 o @ B B F u
8 0 0 0 0 1 0 o @ 15

Tabel: Evolutia contorului binar pe 8 biti, cu valori de la 0 la 8. Bitii
evidentiati sunt cei care vor fi afectati de urmatoarea aplicare a metodei
Incrementeaza. Ultima coloand reprezinta numarul cumulat de biti care
se modificd (costul real cumulat).
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Analiza amortizata: metoda de agregare (3)

» Costul metodei Incrementeaza este liniar Tn numarul de biti
care se modifica

» Analizd brutd a performantei:

» O executie a metodei Incrementeaza are complexitatea
O(k), corespunzitoare cazului pentru care toti bitii sunt pe 1;

» O secventd de n operatii Incrementeaza are complexitatea
pentru cazul cel mai nefavorabil O(nk)

» Rezultatul este corect, dar nu suficient de exact.

Analiza amortizata: metoda de agregare (4)

» Analiza amortizata prin agregare:

» Observdm c3 la un apel nu toti bitii comutd, deci marginea
O(k) este prea mare Tn majoritatea cazurilor

» Conform tabelului anterior: bitul A[0] comutd de fiecare datd,
deci pentru o secventd de n apeluri, bitul A[0] comut3 de n ori;
bitul A[1] comut3 la fiecare doud incrementdri, deci pentru o
secventd de n apeluri, bitul A[1l] comutd de [n/2]; etc

» Regula generala: pentru o secventa de n apeluri ale metodei
Incrementeaza, bitul A[i] se schimb3 de |n/2] ori

> Numarul de comutari pentru n apeluri succesive este deci
numarul total de schimbari pentru cei k biti, adica

>
—
—

oo

{nJ< n< 1_2
2] =2 S i T Al
i=0 i=0

Il
o



Analiza amortizata: metoda de agregare (5)

» Rezulta c3 pentru o secventa de n operatori pentru un contor
binar cu valoarea initiald 0 timpul Tn cazul cel mai nefavorabil
este O(n)

» Costul amortizat al fiecarei operatii din secventa este
O(n)/n = O(1)

» Raportarea la costul pe secventa are sens, deoarece de
regula se executa o secventa de operatii si nu doar un
singur pas

Analiza amortizata: metoda de cotare (1)

> ldeea de baza: pentru fiecare din operatii asignam costuri
convenabil alese

» Unele operatii vor fi subcotate, altele supracotate
» Primele beneficiazd de surplusul dat de supracotare
» Valoarea de cotare a unei operatii = costul amortizat

> Apare diferenta fata de agregare, unde toate operatiile din
secventd au acelasi cost (calculat la final)

» La o operatie, creditul supracotdrii este fie depozitat (daca
este o operatie supractotata), fie folosit (daca este operatie
subcotata)
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Analiza amortizata: metoda de cotare (2)

» Cum alegem costurile care se acorda diferitelor operatii?

» costul total amortizat al unei secvente trebuie s3 fie o margine
superioara pentru costul real total al secventei

» oricare ar fi secventa de operatii, nu trebuie s3 ajungi la
valoare negativa

» altfel zis: pentru cel mai nefavorabil caz, creditul de care mai
dispui sa fie cel putin 0

Analiza amortizata: metoda de cotare (3)

Problema incrementarii contorului binar

» Pentru setarea unui bit pe 1 se folosesc 2$: unul pentru
setarea propriu-zisa si celalalt ca si credit

» La setarea unui bit pe 0 (de la 1) se foloseste creditul de 1%
pe acel bit

> La fiecare apel al metodei Incrementeaza:

» ciclul while in care se seteaza bitii pe 0 beneficiaza de creditul
existent pentru fiecare valoare 1 care se transforma

> instructiunea if se executa cel mult o datd, deci cheltuim cel
mult 2$

» Rezulta c3 costul apelului metodei Incrementeaza este de
cel mult 2%

» Pentru n apeluri cheltuim cel mult 2n$

» Concluzia: costul amortizat pentru orice secventa de n
operatii este O(n)
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Analiza amortizata: metoda de potential (1)

>

v

>

>

v

Ideea de baza: efortul de lucru (potentialul) este asignat
ntregii structuri de date, nu obiectelor in sine

Potentialul este folosit pentru a plati operatiile

Asupra structurii de date se aplica o succesiune de operatii:
op. 1 op. 2 op. n
D0—>D1—>D2~~~ —)Dn

O functie de potential convenabil aleasd d3 potentialul &(D;)
al fiecarei stari D; a structurii de date

Pentru operatia / de cost real ¢;, costul amortizat ¢ este:

fi =c + @(D/) — @(Difl)

Analiza amortizata: metoda de potential (2)

Costul amortizat total:

n

> &= (ci+®(D)—B(Di—1)) = Y _ ci +D(Dn) — (Do)
i=1 i=1

i=1

Dacs functia @ are proprietatea cd ®(D,,) > @(Dy) atunci
costul total amortizat ) i ; & este un majorant pentru costul
real

Valoarea lui n este apriori necunoscuta, asa ca e mai sigur sa
cerem ca ¢(D;) > ¢(Dy), Vi =1,2,...

Fara restrangerea generalitdtii, se poate impune conditia
&(Dy) =0
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Analiza amortizata: metoda de potential (3)

Incrementarea contorului binar

>

>

| 2

&(D;j) = bj = numarul de biti cu valoarea 1 dupd operatia i
Fie t; numarul de biti setati la 0 dupa operatia i

Costul ¢; real al operatiei este cel mult t; + 1, deoarece cel
mult Tnca un bit este setat la 1

Se poate arata usor ca: b; < bj_1 — tj+ 1
D(D;) = P(Di-1) = bi — bj—1 < (bi-1—ti+1)—bi1=1—1t

Costul amortizat al operatiei i:
é\;:Ci—f—@(D,')—@(D, 1) (t,—|—].)+(1—t,'):2

Contorul porneste de la zero, deci &(Dy) = 0;
QS(D-) >0 = &(Do)

ZC:—ZC/ (D )+@(DO)<22_b + by <
2n+bg<2n+k—0( )pentrun—Q(k)

Analiza amortizata: aplicatie

Problema: operatori de stiva

>

>

>

Se pleac3 de la tipul de date stiva care are doud metode
asociate:

Pune-in-stiva(S, x) — adaugd n stiva S obiectul x

Scoate-din-stiva(S) — extrage un obiect din stiva S si il
returneaza ca rezultat
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Analiza amortizata: metoda de agregare (1)

» Costul acestor operatii este constant fata de dimensiunea
stivei, deci O(1)

» O secventd oarecare de n operatii Pune-in-stiva(S, x) si
Scoate-din-stiva(S) are costul n iar timpul necesar e ©(n)

» Consideram operatia: Scoatere-multipla-din-stiva(S§,
k) care extrage succesiv k obiecte din stiva S

» Dac3d S are mai putin de k obiecte, apelul se considera valid si
duce la golirea stivei

Scoatere-multipla-din-stiva(S, k)

1 while not Stiva-Vida(S) and k # 0
2 Scoate-din-stiva(S)
3 k+— k-1

Analiza amortizata: metoda de agregare (2)

» Daca stiva contine s elemente, atunci numarul de iteratii este
min{s, k}
» Timpul de executie este o functie liniard de numarul de iteratii

» Problema: care e costul unei secvente de n operatii
Pune-in-stiva, Scoate-din-stiva,
Scoatere-multipla-din-stiva pentru o stiva initial vidg?

» Prima analiza: costul unei operatii
Scoatere-multipla-din-stiva este O(n), deoarece stiva
va ajunge sa aibe maxim n elemente

» Costul unei secvente e deci O(n?), deoarece in cazul cel mai
nefavorabil putem avea n apeluri
Scoatere-multipla-din-stiva

» Rezultatul este corect, dar costul este prea grosier

» Analiza amortizata oferd un cost mai realist pentru secventa
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Analiza amortizata: metoda de agregare (3)

v

O analizd mai atent3: un obiect depus in stiva poate fi extras
cel mult o dat3

» Numarul de apeluri pentru Scoate-din-stiva — inclusiv
apelurile din cadrul Scoatere-multipla-din-stiva — este
cel mult numarul de elemente introduse Tn stiva

» Rezultat: pentru orice n, orice secventa de operatii
Pune-in-stiva, Scoate-din-stiva si
Scoatere-multipla-din-stiva va avea costul total O(n)

» Costul mediu (i.e. amortizat) pentru o operatie este deci
O(n)/n= 0(1)

» De remarcat ca acest cost este pentru orice secventd de
operatii

Analiza amortizata: metoda de cotare (1)

» Costurile reale ale operatiilor:

Pune-in-stiva(S, x) 1

Scoate-din-stiva(S) 1

Scoatere-multipla-din-stiva(S, k) | min(k,|S|)
» Costurile amortizate atasate operatiilor:

Pune-in-stiva(S, x) 2(9%9)
Scoate-din-stiva(S) 0(9%)
Scoatere-multipla-din-stiva(S, k) | 0 (%)

» Fiecare operatie este fie platitd (prima), fie va folosi credit
existent (ultimele doud)
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Analiza amortizata: metoda de cotare (2)

Interpretarea costurilor amortizate:

» Cand se introduce un obiect in stiva, 1$ se pldteste pentru
aceasta actiune iar restul de 1$ rdmane drept credit pentru
obiectul introdus

» Cand obiectul este scos din stiva se utilizeaz3 creditul de 1$

» Creditul asigurat la operatia de introducere permite ca la
extragere sa nu se ajunga la un credit negativ

» Chiar si extragerea repetatd, via metoda
Scoatere-multipla-din-stiva va profita de rezerva
asigurata acordata fiecarui obiect la introducerea in stiva

Concluzia: pentru orice secventa de n operatii vom cheltui maxim
2n$, deci chiar Tn cazul cel mai nefavorabil costul este liniar.

Analiza amortizata: metoda de potential (1)

» Functia de potential a stivei este numarul de obiecte din stiva

» Numarul de elemente din stiva este nenegativ, deci
&(D;) > 0 = P(Dy), unde Dy = starea de stiva vida
» Deci: costul amortizat este un majorant al costului real
» Costul amortizat pentru operatii este:
» & =¢+PD;)—P(Di—1) =14+ (s+1)—s=2dacd se
aplic3 operatia Pune-in-stiva(S, x) cu @(D;_1)=s—1
» & =¢+PD;)—P(Di—1) =14+ (s—1)—s=0dacd se
aplic3 operatia Scoate-din-stiva(S, x) cu #(D;_1) =s
» 0 pentru Scoatere-multipla-din-stiva(S, k), deoarece
se aplicd repetat Scoate-din-stiva(S, x)

» Costurile amortizate pentru fiecare din operatii sunt in O(1),
deci pentru o succesiune oarecare de n operatii avem cost
amortizat total O(n)

» Costul total este majorat de costul amortizat total, deci costul
total este O(n)
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Analiza amortizata: aplicatie

» Tabele dinamice: colectii de date pentru care spatiul ce
trebuie alocat nu se cunoaste apriori

» daca numarul de elemente prealocate e mai mic decat
necesarul, se va aloca un tabel mai mare si se copiaza
elementele in acesta

» dac3 se sterg date din tabel si el devine “prea gol”, el se poate
contracta

» Prin analiza amortizata se va demonstra ca costul amortizat
este O(1)

» Trasatura suplimentara: numarul de elemente nefolosite din
tabelul dinamic s3a nu depaseascd o anumita fractie din
lungimea tabelului

Analiza amortizata: aplicatie

» Pe post de tabel dinamic: tablou, stiva, coada, heap, tabeld
de dispersie
» Operatii:
» Tabel-Insereaza — insereaza un element in tabeld, la
sfarsit; posibil sa duca la expandare si copiere
» Tabel-Sterge — sterge un element; posibil sa ducd la copiere
si colapsare
» Notatii:

» dim[T] = lungimea tabelei T
> num[T] = numarul de pozitii ocupate in tabel3

v

Factorul de Tncarcare al unui tablou T:
a(T) = num[T]/dim[T]
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Tabele dinamice: expandari repetate

» Se executd o succesiune de inserari

» Cand se incearca adaugarea de date intr-un tablou plin,
lungimea lui se dubleaza si elementele vechi sunt mutate in
noul tablou

> Care este factorul de Tncdrcare minim/maxim?
> Notatii:
» T — tabloul
> ref[T] — adresa tabloului (e.g. referintd citre primul element)

» initial: num[T] = dim[T] =0

Tabele dinamice: expandari repetate

Tabel-Insereaza(T([1...n])

if dim[T] =0 then
aloc3 pentru ref[T] o locatie de memorie
dim[T] + 1

if num[T] = dim[T] then
aloca pentru tablou — nou 2 - dim[T] locatii
copiaza articolele din T in tablou — nou
elibereazd ref|[T]
ref[T] « tablou — nou
dim[T] 2 - dim[T]

adauga xin T

num[T] <= num[T] + 1

© 0O ~NO Ol WiN +—

=
= O

» Acceptam: (de)alocarea de memorie costd mai putin decat
copierea articolelor; copierea are complexitate liniara in
numarul de elemente copiate.
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Tabele dinamice: analiza complexitatii

v

Secventa de n inserari asupra tabloului

» Costul operatiei i: ¢;
> ¢ = ?
| 4

o { 1,daca T nu trebuie extins
! i = (i — 1) mutdri + 1 ad3ugare, altfel
» Pentru n operatii, costul in cazul cel mai nefavorabil este O(n)
Total: O(n?)
Complexitatea este bund, dar nu suficient de exacta
» De ce a iesit costul prea mare?

v

v

Tabele dinamice: analiza prin metoda de agregare

v

Expandarea tabloului este o operatie mai putin frecventa
decat se crede

»
i dacda i — 1 este o putere a lui 2
Ci =
1 altfel
| 4
n [log, n]
Zcign—i— Z 2 <n+2n=3n
i=1 j=0
» Concluzia: costul a n operatii este 3n si costul amortizat al

unei operatii este 3 = O(1)
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Tabele dinamice: analiza prin metoda de cotare

» Alocdm 3% pentru fiecare element ad3ugat:
1. 1% pentru ad3dugarea sa
2. 1% pentru cand va fi copiat Tn urma unei expandari; la o
expandare, acest dolar este cheltuit
3. 1% pentru un element cu credit 0 care a ajuns n tabloul curent
datorita unei copieri anterioare — vezi punctul de mai sus

» Dupa o secventa de inseraari:
> e posibil s3 avem macar un element farad niciun dolar asignat?
> e posibil ca niciun element s3 nu aib3 dolar asignat?

Tabele dinamice: analiza prin metoda de potential

v

Cautam o functie de potential cu proprietdtile:
> la Tnceput sau imediat dupa o expandare s3 aiba valoarea 0
> s3d aiba valoare maxima chiar Thainte de expandare

» Propunem:
O(T)=2-num[T] — dim[T] (28)

v

Dupa operatia i:
» num;: numarul de elemente inserate
> dim;: lungimea lui T

v

Initial: numg =0, dimg =0, &5 =0
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Tabele dinamice: analiza prin metoda de potential

» Daca operatia / de inserare nu duce la expansiune:
> dim; = dim;_1, num; = num;_1 + 1
» costul amortizat al operatiei este:

G = G+ -,

1 + (2 -numj — dlm,) — (2 snum;_1 — dim,-_l)

= 142 -numj_1+2—dimj_1 —2-num;_1 + dim;_1
3

» Daca operatia / de inserare duce la expansiune:

> dim; =2 -dim;_1, dim;_y = num;_1 = num; — 1

& = G+® -9,
= num;+ (2 num; — dim;) — (2 - num;_1 — dim;_1)
3

Tabele dinamice: analiza prin metoda de potential

32
dim; num;
24
16
(Di
8
0 i
0 8 16 24 32

Figura: Evolutia lui dim;, num;, ®; pentru o secventd de operatii de
inserare.
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Tabele dinamice: analiza prin metoda de potential

» Expandarea si contractarea tabelului:

» contractare: dacd raman prea multe locatii neocupate n tablou
» contractarea produce copierea datelor Tn tabloul mai mic

> Ce urmarim?
» costul amortizat al unei operatii sa fie marginit superior de o
constanta
» factorul de incarcare a(T) s3 fie minorat de o constant3

Tabele dinamice: analiza prin metoda de potential

» Strategia 1:
» se dubleazd dimensiunea tabloului cdnd se umple
> se injuma3tateste dimensiunea tabloului dupa o stergere, daca
numarul de elemente ajunge mai putin de jumatate din
dimensiunea lui

» a(T) €[1/2,1]
» Scenariu nefavorabil: efectuim n = 2% operatii:

> primele n/2 sunt inserdri, cu cost ©(n)

> urm3toarele n/2 operatii sunt: inserare, stegere, stegere,
inserare, inserare, stegere, stegere, inserare, inserare, ...

> prima inserare: se expandeaza tabloul; urmatoarele stergeri
coboara num[T] la mai putin de jum3tate din dim[T];
urmatoarele 2 inserari duc la expandarea tabloului etc; in total
avem ©(n) operatii de expandare si compactare, fiecare
declansind copierea de ©(n) elemente, deci complexitate
O(n?)

» concluzie: strategia de expandare/colapsare propusd duce la
cost amortizat pe operatie ©(n) in cel mai nefavorabil caz
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Tabele dinamice: analiza prin metoda de potential

» Strategia 2: permitem ca aT) < 1/2
» Se va Tnjumatati tabloul atunci cand num[T] < 1/4 - dim[T]
» oT) €[1/4,1]
» Pseudocodul procedurii Tabel-Sterge este similar cu cel de
inserare
» Functia ® de potential:
» maxima Tnainte de o operatie de copiere intre tablouri

» 0 imediat dupa ce are loc o expandare sau colapsare
> crescdtoare pe masurd ce o T) tinde spre 1 sau 1/4

O — 2-num; — dim; =2 - dim; - (aj —1/2) pentru 1 > «; > 1/2
" dimi/2 — num; = dim; - (1/2 — «;) pentru 1/4 < o; < 1/2

Tabele dinamice: analiza

» Scopul analizei: o operatie are cost amortizat majoratd de o
constantd, chiar pentru cazul cel mai nefavorabil?
» Daca operatia este de tip inserare:

> pentru o1 > 1/2, analiza lui ®; e ca mai sus
> pentru o1 < 1/2:

> tabloul nu se poate expanda la inserarea i
> dacd si o < 1/2, costul amortizat al operatiei i este:

G = ¢+d—d,_1=1+ (dim,-/2 — num,-) — (dim,-_1/2 — num;_
1+ (dimi/2 — num;) — (dim;/2 — (num; — 1)) =0
> dacd a; > 1/2:

G = ¢+d—d_1=1+ (dim,-/2 — num,-) — (dim,-_1/2 — num;_—
1+ (2(num,-,1 +4 1) — dl'm,'71) — (dim,-,1/2 — num,-,l)

= 3-numj_1— %dim,-,l + 3 =3a;_1dimj_1 — gdimi—l +3

3 .. 3,
Edlm,',l — Edlm,;l +3=3

A
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Tabele dinamice: analiza

» Daca operatia este de tip stergere:

> num; = numj_1 + 1
» dacd a1 < 1/2 e posibil s3 se contracte tabloul
» dacd tabloul nu trebuie contractat, atunci dim; = dim;_1 si

&G = ¢+P—d_ =1+ (dim,-/2 — num,-) — (dim,-_1/2 — num;_
= 2
> dac3 tabloul se contracta la stergerea i, atunci ¢; = num; + 1
(copiere), dim;/2 = dim;j_1/4 = numi_; = num; + 1
& = ¢+ —di
= (num; 4+ 1) + (dim; /2 — num;) — (dim;j—1/2 — numj_1)
= (num;+ 1)+ ((num; + 1) — num;) — ((2 - num; + 2) —
—  (num;i +1)) = ((2- num; +2) — (num; + 1)) =1

» dacd «; > 1/2: & este de asemenea majorat de o constant3
(tem3)

Tabele dinamice: analiza

AN o L UL L L
N /\C AN

\

0 8 16 2 ) 48

Figura: Efectul unei secvente de n operatii de insere si stergere asupra lui
num;j, d/m, $i ¢',’.
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Formule utile pentru sume

» Serie aritmetica:
a,aa=a1+4q,...,ap=ap-1+qg=a+(n—1)q

Z oy (a1 + an)n _ 2a1 + (2n —1)q (29)

» Serie geometricd: a; = X,a» = Xq,...,ap = ap_1q = xq" !

-1
E ay = x E q~ q (30)
Pentru |q| < 1:

n
1
nllm kg_oq “1 4 (31)

Formule utile pentru sume (2)

» Serie armonica: al n-lea numar armonic este

n

1 1 1 1
Hn_1+2+3+...+n_;k—|nn+0(1) (32)

> Integrarea si diferentierea seriilor: derivand seria geometricd
(30), se obtine:

kxk 33
Z T _X) (33)
» Serii telescopante: pentru sirul ag, a1, ..., an
n
Z(ak — ak—l) =dap— 40 (34)
k=1
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Formule utile pentru sume (3)

» Aproximarea prin integrale, pentru suma ce poate fi exprimata
sub forma > /_  f(k)

» dac3 f este monoton crescatoare:

n n n+1
/ Flx)dx <> f(k) < / f(x)dx (35)
m—1 k=m

m

» dacd f este monoton descrescatoare:

m

n+1 n n
/ F)dx < Y F(k) < / f(x)dx (36)
k=m m—1
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» Introduction to Algorithms, Thomas H. Cormen, Charles E.
Leiserson, Ronald L. Rivest, Clifford Stein, The MIT Press,
3rd edition, 2009
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Cursul nr. 3

TEHNICI DE SINTEZA A ALGORITMILOR

Cuprins

Algoritmi de tip greedy
Algoritmi de tip divide et impera
Algoritmi de programare dinamica

Backtracking si branch-and-bound
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Principiile algoritmilor greedy

» greedy(lacom), algoritmi simpli si folositi la probleme de
optimizare (cea mai bun3 ordine de executie a unor task-uri
pe calculator, cel mai scurt drum in graf)

» multime de candidati

» verificare dacd multimea de candidati este fezabila
» verificarea multimii de candidati ca solutie posibila
» functia de selectie a celui mai promitator candidat
» functia obiectiv ce d3 valoarea solutiei

» selectia celui mai promitator candidat, pas cu pas, multime
fezabila, solutie optima

> exemplu: problema numarului minim de monezi, valori 1, 5,
10, 25, suma 44

» alt exemplu: valori 1, 12, 25, suma 36

Minimizarea timpului mediu de asteptare

v

o statie de servire satisface cererile a n clienti
> timpul de servire a clientului i este t;

> timpul mediu de asteptare minim corespunde timpului total de
asteptare minim:

n
T =) (timpul de asteptare al clientului i)
i=1

» timpul de asteptare al unui client Tnglobeaza de timpii de
asteptare a clientilor dinaintea lui

> algoritmul greedy selecteaza la fiecare pas clientul cu cel mai
mic timp de servire
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Minimizarea timpului mediu de asteptare

>

Bazele

o permutare a clientilor: | = (i1, f2, ..., ip) are timpul total de
asteptare:
n
T()=nty +(n— Dty + -+ 8, => (n—k+1)t,
k=1
daca pentru doi indici a si b, a < b, avem t;, > t;,, prin

interschimbare, timpul total obtinut este mai mic:
n
T =(n—a+t,+(n—b+Dt,+ > (n—k+1)t
k=1,ksa,b

T(/) — T(J) = (n —a+ 1)(1‘,‘a — t,‘b) + (n —b— 1)(tib — t,'a)
=(b—a)(t;, — t,) >0

privit ca matroid, ce Tnseamna o multime independent3?

teoretice ale metodei greedy. Liniar independenta

matroizi: structuri combinatorice ce generalizeaza conceptul
de liniar independentd Tntalnit la spatiile vectoriale

0 0 1 4
Vi = 0 Vo = 2 V3 = —2 Vg = 2
1 -2 1 3

vectorii v, v» si vz sunt liniar independenti, adica daca pentru
ai, ap, a3 € Ravem a; - vy +a»- v+ az - v3 = 0, atunci avem
obligatoriu ay = ap = a3 =0

oricare trei vectori din cei patru sunt liniar independenti
Vi, Vo, v3 Si v4 nu sunt liniar independenti

multimile {v1}, {v1, w2} si {v1, v2, v3} sunt seturi de vectori
liniar independenti
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Matroizi

» matroid: pereche ordonatd M = (S, /) unde:
1. S = multime finitd nevid3d
2. | este ereditara: | = familie nevida de submultimi ale lui S,
cu |/] < 28I, denumite submultimi independente, astfel incat
daca Belsi AC B, atunci Ae /
3. proprietatea de schimb: daci Ac [/, B lsi|A|l <|B|,
atunci existd un x € B — A pentru care AU {x} € /
» multimile {v1}, {vi, w2} si {vi,v2, v3} sunt independente
(matroizi matriceali)
» multimea vid3 () este automat un element al lui /
» pentru matroizii matriceali, elementele din S sunt coloane

Tntr-o matrice iar submultimile independente se formeaza din
grupuri de coloane liniar independente

Matroizi

» matroidul grafic Mg = (S¢, Ig) este definit in termenii
grafului neorientat G = (V/, M) astfel:

1. multimea S este multimea M a muchiilor;

2. daca A C M este un subset de muchii, atunci A € I dac3 si
numai dacd A nu are cicluri, adica multimea independentd A
formeaza o padure

» cu ajutorul matroidului grafic se studiaza algoritmii de
calculare a arborelui partial de cost minim
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Matroizi

» dacd G este un graf neorientat, atunci Mg = (Sg, Ig) este un
matroid

1. multimea de muchii S¢ = M este nevida

2. lg este ereditard, pentru ca o submultime a unei paduri este
tot o padure; prin Tnldturarea de muchii nu se pot creea cicluri

3. presupunem cd A si B sunt doud paduri si ca |B| > |A|.
Pentru o padure V' cu k muchii, ea contine exact |V/|— k
arbori (usor de observat c3, plecind de la |V/| arbori, zero
muchii, ad3ugind o muchie obtinem |V| — 1 arbori). Cum
padurea A are mai putini arbori, atunci exista Tn ea un arbore
care uneste varfuri in B ce fac parte din arbori diferiti Tn B.
Arborele va trebui s& contind o muchie (u, v) ce uneste doud
varfuri, Tn arbori diferiti din B. Atunci aceasta muchie nu
introduce un ciclu, ci numarul arborilor din B scade cu 1, ceea
ce satisface proprietatea de schimb

Matroizi

» pentru o multime A € Ig, un element x ¢ A se numeste
extensie a lui A dacd x poate fi adaugat Is A cu pastrarea
independentei (nu formeaza un ciclu)

» multimea A € /g este maximala daca nu are extensii; cu alte
cuvinte, ea nu este submultime a niciunei alte multimi
independente din setul /¢

> toate submultimile independente maximale dintr-un matroid
au aceeasi dimensiune

1. presupunem c3 ar exista A si B, cu |A| < |B|, maximale. Din
proprietatea de schimb, ar exista un element x € B — A pentru
care A ar fi extensibil3, deci A nu ar mai fi maximala

» pentru un graf G, multimile maximale sunt arbori cu exact
|V| — 1 muchii, ce leagd toate varfurile din G - arbori de
acoperire
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Algoritmi greedy pe un matroid ponderat

matroidul se numeste ponderat daca fiecarei muchii
x € S¢ = M i se asociazd o pondere w(x); ponderea totald a
unui arbore devine w(A) = > 4 w(x)

algoritmii greedy determina solutia optima ca o submultime
maximald A € | intr-un matroid ponderat M = (S, /), pentru
care ponderea w(A) sa fie maxim3

pentru arborele de acoperire minim, fie wo = /(xg) lungimea
celei mai mari (lungi) muchii

ponderea unei muchii x, w(x) = wy — /(x), este cu atat mai
mare cu cit muchia este mai scurtd (are asociat un cost mai
mic)

gasirea multimii indepentente maximale cu cea mai mare
pondere in matroidul M = (S, 1) d3 algoritmul greedy generic

Algoritmi greedy pe un matroid ponderat

procedure greedy (M, w)

1

2
3
4
5:
6
7
8

A0

: sorteazd S descrescdtor dupd ponderile w(x), x € S

for fiecare x € S do
if AU{x} €/ then
A<+ AU {x}
end if

: end for

: return A

» impicit, mulfimea vid3 () este independent3

> elementul x poate fi addugat la A daca mentine independenta

> algoritmul returneaza o submultime independentd A din /
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Algoritmi greedy pe un matroid ponderat

» pentru un matroid M = (S, /) ponderat si multimea S
ordonata descrescator, se determind x primul element din S
astfel ca {x} sd fie independentd. Dacd x existd, atunci exista
o submultime optimad A € [ care 1l contine pe x

1. dacd x nu existd, atunci singura mulfime independenta este
multimea vid3

2. dacd x existd, consideram o multime B, optim3, cu x ¢ B

3. deoarece x este prima alegere, orice element y € B are
ponderea w(y) < w(x)

4. la inceput, A= {x}

5. folosind proprietatea de schimb in mod repetat, deoarece
A, B € |, se adaugd cate un element din B la A, pana cand
Al = 18]

6. deoarece B este optimi, atunci si A este optim3 (are aceeasi
dimensiune)

A=B—{y}u{x}
w(A) = w(b) — w(y) + w(x) = w(B)

Algoritmi greedy pe un matroid ponderat

» pentru un matroid, dacd x nu este o extensie a (), atunci nu
este extensie a nici unei submultimi independende A a lui S.

1. presupunem c3 x este o extensie a unei multimi A, dar nusi a ()
2. deoarece AU {x} este independentd, orice submultime a sa,
deci si {x}, este independentd, ceea ce contrazice ipoteza
facutd
> un element care nu poate fi folosit la un moment dat, nu mai
poate fi folosit ulterior niciodat3
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Algoritmi greedy pe un matroid ponderat

» fie {x} primul element ales de algoritmul greedy pentru
matroidul M = (S, /). Problema de gasire a submultimii
independente de pondere maxima care sa 1l contind pe x se
reduce la gasirea submultimii independente de pondere
maximd pentru matroidul M’ = (S’,1") unde:

S={yeS:{xy}tel}
I'={BCS—{x}:BU{x}el}

» principiul greedy - pe baza optimului local se formuleaza
optimul global

> la fiecare pas, algoritmul greedy alege cel mai bun candidat x
pentru care multimea {x} este independentd

> algoritmul greedy nu poate gresi, pentru c3 existd o
submultime optim3 care 1l contine pe {x}

O problema de planificare a task-urilor

> optimizarea planificarii task-urilor care dureaza un singur tact,
pe un procesor, unde fiecare task are asociate un deadline si o
penalizare, daca task-ul se termina mai tarziu

» setul de task-uri S = {a1,az,...,a,} de duratd 1

» setul de deadline-uri di, d>,...,d, unde 1 < d; < n, task-ul a;
trebuie sa se termine Tnainte sau la timpul d;

> un set de penalizari wi, ws, ..., w, penalizarea w; fiind
aplicata numai dacd task-ul a; se termina dupa timpul d;

» o planificare constd Tntr-o permutare a lui S, care da ordinea
n care se executa task-urile

> un task este intarziat daca se termina dupa deadline, sau
prematur in caz contrar
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O problema de planificare a task-urilor

»

>

o planificare poate fi adus3d in forma prematura, in care
task-urile premature le preced pe cele intarziate; astfel, daca
a; care este intarziat 1l precede pe a;, care este prematur:

pozitiile lor pot fi interschimbate Tn planificare, iar a; va
ramane tot intdrziat, iar a; tot prematur

forma canonica presupune c3 task-urile premature se afla
Tnaintea celor Tntarziate iar cele premature sunt planificate n
ordinea crescatoare a deadline-urilor lor

putem pune task-urile Tn forma prematur3; apoi, pentru doua
task-uri premature consecutive a; si aj, ce se termind la timpii
k si k+1, daca d; > d;, avem k +1 < d}, deci k +1 < d,
deci a; ramane prematur dupa interschimbarea lui a; cu a;

O problema de planificare a task-urilor

>

c3utarea planificarii optime se reduce la gasirea unui set A de
task-uri care sunt premature; apoi se ordoneaza task-urile
crescator dupa deadline, iar task-urile intarziate in orice ordine

un set A de task-uri e independent dacd exista o planificare
astfel ca nici un task sa nu fie Intarziate
fie N¢(A) numarul de task-uri din A a cdror deadline este cel

mult t. No(A) = 0 pentru orice set A. Urmatoarele sunt
echivalente:

1. setul A este independent
2. pentru t =0,1,...,n, avem N,(A) <t
3. dacad task-urile din A sunt sortate crescator in ordinea
deadline-urilor, nu avem nici un task Tntarziat
dacd am avea N:(A) > t, ar fi imposibil de planificat, ar fi
prea multe

setul A fiind independent, am aratat anterior c3 se pot ordona
task-urile, fara a deveni Tntarziate
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O problema de planificare a task-urilor

» problema minimizarii penalitatilor task-urilo intarziate este
aceeasi cu maximizarea penalitatii task-urilor premature

» fiind dat un set S de task-uri si | toate seturile independente
de task-uri, (S, /) este matroid

1. S este o multime finit3, nevida, de task-uri

2. fiecare subset al unui set independent de task-uri, este si el
independent

3. fie doud seturi A si B, independente, cu |B| > |A|. Ludm k
valoarea maxim3 a lui t pentru care N;(B) < N;(A). Deoarece
Nn(A) = |A| < |B| = N,(B), avem k < n, si N;(B) > N;(A)
pentru k + 1 <j < n. De aceea, B contine mai multe task-uri
cu deadline kK + 1 decat A. Fie a; € B — A cu deadline k + 1.
Atunci A’ = AU {a;}. Pand la k+ 1, N (A") < t, chiar
task-urile din A. Pentru k + 1, Ny y1(A) < Ngp1(B) < k+1,
asadar si multimea A’ este independent3

Interclasarea optima a sirurilor ordonate

> interclasarea a doud siruri S; si S, ordonate crescator,
presupune |S; + Sy| operatii de copiere pentru obtinerea
sirului ordonat crescator S = 51 U S

» interclasarea sirurilor ordonate crescitor S1,5,,...,S, se face
T asa fel Tncat numarul de operatii de copiere sa fie cat mai
mic

» |S1] =30, |S2| =10, |S3| = 20, |S4] = 30, |Ss| = 50,
|Se| = 10

» doud strategii de interclasare (care este costul fiecareia?):

{I;ﬂ\} 'il.d'l\
Ry = ‘Y’ ™, Py bl T
‘_Exlio ¥ 9 ‘X:l%‘)_ﬂjr,\ \‘,_Z\TX
6y )
8.9 @ 900 ©
?/ N ™y N
> : ID/{ \\2_0/] pe Y}-F? J\r &
P T 2 S
. N ® ©
.'/:w\\ ?fsu\':
@ @

(a) (b
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Interclasarea optima a sirurilor ordonate

» la interclasarea sirurilor ordonate S1, Sy,...,S, de lungimi
91,92, - -, qn Se obtine pentru fiecare strategie un arbore
binar cu n frunze si n — 1 varfuri neterminale

» numarul total de interclasdri este suma valorilor nodurilor
neterminale, sau lungimea externa ponderata minima:

LAY =) ai-a
i=1

unde a; este adancimea Tn arbore a varfului J.

> solutia cu lungimea externa ponderata minima este arborele
corespunzator strategiei greedy - la adancimi mari, siruri
scurte - acestea se interclaseaza primele

Interclasarea optima a sirurilor ordonate

> se poate aplica acelasi rationament ca la minimizarea timpului
mediu de asteptare

1.
2.

fie A arborele corespunzator strategiei de interclasare greedy
presupunem ca existd nodurile g; la adancimea a; si g; la
addncimea a;, pentru care g; > q; si a; > a;

nodul j e situat 'mai jos' in arbore

obtinem arborele B prin interschimbarea celor doua noduri

L(A) — L(B) = qiai + qja; — qia; — qjai = (a; — a;)(qi — q;) >0

noul arbore are lungimea mai mica
presupunerea initiald nu e viabild, nu exista un sir mai lung
situat 'mai jos' Tn arbore
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Interclasarea optima a sirurilor ordonate

pentru sortarea nodurilor se foloseste un min-heap

fiecare element este o pereche (g, i) unde g este lungimea
sirului i

fiecare nod are asociatd lungimea sirului LU[/], fiul sting
ST[i] si fiul drept DR[i] (heap de arbori, padure)

care este ordinul de timp al algoritmului ce construieste
arborele de interclasare?

Interclasarea optima a sirurilor ordonate

procedure interopt(QJ1..n])

1:

e e e
W Ny o

© N T A eN

{construieste arborele strategiei greedy de interclasare}
{al sirurilor de lungimi Q[i] =gq;, 1 <i < n}
H < min-heap vid
for i < 1 to ndo
(Q[i],7) = H {insereaza in min-heap}
LU[i] - Q[i]; ST[i] < 0; DR[i] + 0
end for
fori<—n+1to2n—1do
(s,j) < H {extrage radacina lui H}
(r, k) < H {extrage radacina lui H}
STI[i] < Jj; DR[i] < k; LU[i] <= s+ r
(LU[i],i) = H {insereazd in min-heap}

. end for
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Coduri Huffman

metod3 eficientd pentru compactarea datelor (20% - 90%)
fiecare caracter are asociata o frecventad de aparitie
problema: reprezentarea fiecarui caracter cu un cod binar unic

codificarea cu lungime variabild aloca caracterelor cu frecvente
mai mari, coduri mai scurte

(a) (b)

Coduri prefix

>

codificari prefix: nici un cuvant de cod nu este prefix al unui
alt cuvant de cod

codificarea unui caracter este drumul parcurs de la radacina
pana la acel nod (frunzi)

0 - fiu stang, 1 - fiu drept
pentru un caracter, f(c) - frecventa de aparitie a caracterului,
iar dr(c) - adancimea frunzei in arbore

fiecare operatie de concatenare elimind doua noduri si creeazd
exact unul

pentru un alfabet C, cate frunze si cate noduri intermediare
are arborele codificarii?

numarul de biti necesar pentru codificarea unui text este
lungimea externa ponderata minima:

B(T) =) f(c)dr(c)

ceC
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Constructia codului Huffman

function Huffman(C)
1: n<— |C|
2. Q<+ C
3: for i< 1ton—1do
4:  z + create-node()
5. x ¢ z.left + extract-min(Q)
6: y < z.right + extract-min(Q)
7 z.frequency < x.frequency + y.frequency
8: insert(Q, z)
9: end for

10: return extract-min(Q)

» Q este o coada de prioritati (heap)

> care este ordinul timpului de executie?

Pasii algoritmului Huffman

w [ EE EE B o EZEE @
0, 1
[£5] [=9]
© @ @) @ &
0, 1 0, 1 0, 1
(5] [=9]
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Corectitudinea algoritmului Huffman

» Avem un alfabet C in care fiecare caracter are frecventa f[c].
Fie x si y caracterele cu cele mai mici frecvente. Atunci existd
o codificare prefix optima n care cuvintele de cod pentru x si
v au aceeasi lungime si difera doar prin ultimul bit

1.

2.
3.

consideram doua frunze a si b, frati, situate la cel mai adanc
nivel in arbore

putem presupune c3 f[a] < f[b] si cd f[x] < f[y]

fiind frecventele cele mai sc3zute, avem ca f[x] < f[a] si
Iy] < 18]

. vom interschimba a cu x, obtinind T, apoi b cu y, obtinind
T//

Corectitudinea algoritmului Huffman

B(T) -

B(T') =) _f(c)dr(c) = ) f(c)dr(c)

ceC ceC
= f[x]dr(x) + f[a]ld7(a) — f[x]d7/(x) — f[a]dT/(a)
= f[x]dr(x) + flaldr(a) — f[x]dr(a) — f[a]dT(x)
= (fla] = f[x])(dr(a) — dr(x)) = 0

5. analog, interschimbarea lui b cu y nu mareste costul,
diferenta B(T') — B(T") > 0, nenegativa
6. B(T") < B(T), dar deoarece T este optimal,

B(T

) < B(T"), de aceea B(T) = B(T")
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Corectitudinea algoritmului Huffman

» Avem arborele de codificare prefix optima reprezentata sub
forma arborelui T, cu alfabetul C. Consideram doua noduri
frati x si y, terminale, si fie z tatal lor. Atunci, considerind
flz] = f[x] + f[y], arborele T' = T — {x, y} reprezints o
codificare prefix optima pentru alfabetul
C'=C—{xytu{z}

1. pentru fiecare c € C — {x, y}, adancimea este aceeasi,
dT(C) = dTI(C)
2. deoarece dr(x) = dr(y) = dr/(z) + 1, avem:

Flx]dr(x) + flyldr(y) = (FIx] + fly])(dr(2) + 1)
= flz]dr(2) + (FIx] + fl¥])

3. astfel, B(T) = B(T') + f[x] + f[y] adica lungimea extern3
ponderatd creste cu suma fiilor acelui nod

Corectitudinea algoritmului Huffman

» (continuare)

4. dacd T’ nu ar reprezenta codificarea optim3, atunci Tnseamn3
c3 existd un T” pentru care B(T") < B(T')

5. dar n acel arbore T” nodului z i se pot ad3uga fiii s3i, x si y,
rezultind un arbore T'”. Atunci:

B(T") = B(T") + fIx] + fly] < B(T') + flx] + fly] = B(T)

ceea ce contrazice faptul cd T reprezintd o codificare optima.

» asadar, procedura Huffman realizeaz3d o codificare prefix
optima
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Arbori

partiali de cost minim

pe un graf G = (V, M) determindm o submultime A € M
astfel Tncat toate varfurile V sa ramana conectate, iar suma
lungimii muchiilor din A s3 fie cea mai mica posibila

se mai numeste si problema conectarii oraselor cu cost minim
ne referim la setul multimilor de muchii ce formeaza paduri

toate padurile sunt independente, in sensul matroizilor (adicd
nu au cicluri)

o padure este denumita aici multime fezabild

o multime fezabild este denumitd promitdtoare dac3d poate fi
completatd pentru a forma solutia optim3

Algoritmul lui Kruskal

este chiar ilustrarea matroizilor grafici

se alege Tntai muchia de cost minim, apoi se adauga repetat
muchia de cost imediat superior, care nu formeaz3 cu
precedentele un ciclu

fiecare alegere a unei muchii leagd douda componente conexe,
n fapt doi arbori partiali de cost minim pentru varfurile pe
care le conecteaza

muchia respectiva este cea mai buna alegere pentru
conectarea lor
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Algoritmul lui Kruskal

> 09 000
S 4
1 P 4 - i 1
| /] |
&0 -6 e
J\f N /
1 3 I\, 3
@ @)
(a) (b)
Pasul Muchia considerata Componentele conexe ale
subgrafului <V, 4>
initializare o {1}, 42}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
1 {1, 2} {1.2}, {3}, (4}, {5}, {6}, {7}
2 {2, 3} {1, 2, 3}, {4}, {5}, {6}, {7}
3 {4, 5} {1, 2, 3}, {4, 5}, {6}, {7}
4 {6, 7} {1, 2,3}, {45}, {6, 7}
5 {1, 4} {1,2,3,4,5}, {6, 7}
6 12,5} respinsa (formeaza ciclu)
T {4, 7} {1,2,3.4,5,6, 7}
Algoritmul lui Kruskal
function Kruskal(G=(V, M))
1: sorteaza crescator M n functie de cost
2: N4 ‘\/|
3 A @
4: initializeazd n multimi disjuncte fiecare avand cate un element
din V
5: repeat
6:  {u,v} < muchia de cost minim ce nu a fost deja
considerata

7:  ucomp < find(u)
8:  vcomp < find(v)

. if ucomp # vcomp then
10: merge(ucomp, vcomp)
11: A+ AU{{u,v}}

12 end if
13: until [A|=n—-1
14: return A
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Algoritmul lui Kruskal |

»

se foloseste o structurd de multimi disjuncte pentru un graf de
m muchii si n varfuri

ordinul de timp pentru sortarea muchiilor?

se foloseste o structurd de multimi disjuncte pentru un graf de
m muchii si n varfuri

sortarea muchiilor: O(m log m) C O(m log n) (de ce?)

se foloseste o structurd de multimi disjuncte pentru un graf de
m muchii si n varfuri

sortarea muchiilor: O(m log m) = O(m log n)

initializarea celor n multimi disjuncte?

se foloseste o structurd de multimi disjuncte pentru un graf de
m muchii si n varfuri

sortarea muchiilor: O(m log m) = O(m log n)

Algoritmul lui Kruskal Il

>

>

initializarea celor n multimi disjuncte: O(n)

se foloseste o structurd de multimi disjuncte pentru un graf de
m muchii si n varfuri

» sortarea muchiilor: O(m log m) = O(m log n)

» initializarea celor n multimi disjuncte: O(n)

» cel mult 2m operatii find() si n operatii merge()?

se foloseste o structurd de multimi disjuncte pentru un graf de
m muchii si n varfuri

» sortarea muchiilor: O(m log m) = O(m log n)

» initializarea celor n multimi disjuncte: O(n)

» cel mult 2m operatii find() si n operatii merge(): O(m log n)

» ordinul total: O(m log n)

» dacd arborele este gasit rapid, putem folosi un min-heap

avantajul este c3 nu va trebui s3 sortam si muchiile ce nu vor
fi folosite
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Algoritmul lui Prim

> la fiecare pas, multimea de muchii selectata nu mai formeaza
o padure, ci un arbore partial de cost minim pentru varfurile
ce le conecteaza

» arborele creste Tn mod natural cu cite o ramura

» fiecare ramur3d noud leagd cate un varf exterior la arborele
existent

» se numeroteaza varfurile din V delal...n= V]|

» matricea C[/,j] d3 costul muchiei ce uneste i de j,
Cl[i,j] = +oc dacsd acea muchie nu existd

» vecin[i] va da varful din afara arborelui care se conecteazd la
arbore printr-o muchie de cost minim

» mincost|i] exprimd acest cost

> se porneste cu constructia arborelui pornind de la varful 1

Algoritmul lui Prim

function Prim(C[1..n, 1..n])
1. A<D

2: for i < 2 to ndo
3 vecin[i] < 1
4 mincost[i] + Cl[i, 1]
5: end for

6: for n — 1 times do
7 min < +oo

8 for j < 2 to n do

9 if 0 < mincost[j] < min then

10: min < mincost[j]; k < j
11: end if

12: end for

13: A+ AU {{k, vecin[k]}}

14: mincost[k] < —1

15: for j + 2 to ndo

16: if C[k,j] < mincost[j] then
17: mincost[j] < Clk,j]; vecin[j] < k
18: end if

19: end for

20: end for

21: return A
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Algoritmul lui Prim

» ordinul de timp este in O(n?) (de ce?)

» pentru un graf dens, m se apropie de n(n—1)/2, algoritmul lui

Kruskal necesitd un timp n O(n2 log n), Prim este mai eficient

» pentru un graf rar, m se apropie de n, Kruskal este mai eficient

Cele mai scurte drumuri care pleaca din acelasi punct

>

pentru un graf orientat G = (V, M), un varf este desemnat ca
sursa

problema: determinarea celor mai scurte drumuri de la sursa
catre fiecare varf

cu C se noteazd multimea varfurilor ce mai sunt disponibile
(candidatii)

varfurile sunt numerotate, V = {1,2,..., n}, varful 1 este
sursa

matricea L[/, ] d3 lungimea fiecarei muchii, L[/, j] = +oo daca
muchia nu exista

la fiecare pas, se selecteaza un varf si se introduce n
multimea S (la Tnceput, S contine doar varful surs3)

un drum ce are toate varfurile in S se numeste drum special

rezultatul se construieste in tabloul D[2... n|, care d3
lungimea celui mai scurt drum de la surs3 la varful considerat
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Algoritmul lui Dijkstra

> la fiecare pas al algoritmului, tabloul D contine lungimea celui
mai scurt drum de la sursa la fiecare varf

> se selecteaza varful, neselectat anterior, care e caracterizat de
cel mai scurt drum de la sursa pana la el

» se adauga varful la S

» folosind acest varf ca intermediar, se Tncearcd gasirea unei
rute mai ieftine

> la fiecare pas, D va contine valorile drumurilor speciale de la
sursd la fiecare varf (drumuri construite numai cu varfuri din
S)

> la terminarea algoritmului, toate varfurile, cu o singura
exceptie, sunttn S

Algoritmul lui Dijkstra

Pasul v C D
initializare — {2,3,4,5} [50,30, 100, 10]
1 5 {2, 3,4} [50, 30, 20, 10]
2 4 {2, 3} [40, 30, 20, 10]
3 3 {2} [35, 30, 20, 10]
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Algoritmul lui Dijkstra

function Dijkstra(L[1..n, 1..n])

1:C<—{2,3,...,n}

2: for i < 2 to ndo

3: DI[i] « L[i,1]; P[] + 1

4: end for

5. for n — 2 times do

6: v « varful din C care minimizeaz3 D|v]
7 C+ C— {V}

8:  for fiecare w € C do

0: if D[w]| > D[v] + L[v, w] then

10: D[w] < D[v] + L[v,w]; P[w] < v
11: end if

12:  end for

13: end for

14: return D

Algoritmul lui Dijkstra

» P[i] va contine varful care se afl3 Tnaintea ajungerii in i pe
drumul de la sursd la i

» ordinul de timp al algoritmului?

> se poate Tmbun3tati ordinul de timp dacd pastram varfurile
intr-un heap (v, D[v]), iar graful este memorat sub forma de
liste de adiacentd (Dijkstra-modificat)

1. extragerea din min-heap a unui varf se face in O(log n)

2. se vor inspecta doar muchiile adiacente varfului respectiv, deci
n total se vor inspecta m muchii

3. Tn caz ca gasim un cost mai mic, va trebui inserat Tn min-heap

4. Dijkstra-modificat necesitd un timp in O(m log n)

5. pentru un graf rar / dens, care algoritm este mai rapid,
Dijkstra sau Dijkstra-modificat?
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Tehnica divide et impera |

> tehnica 'divide si stapaneste’
1. descompune problema Tn subcazuri de marime mai mica
2. rezolvad independent fiecare subcaz
3. recompune subsolutiile pentru a construi solutia cazului initial

» exemplu: un algoritm A pitratic, cu ta(n) < cn?

> prima variantd, algoritmul B Tmparte cazul initial in 3
subcazuri de m3rime [n/2], pe care le rezolva cu algoritmul
A, apoi recompune solutia in timpul dn

tg(n) = 3ta([n/2]) + t(n) < 3c((n+1)/2)? + dn
= 3/4cn* 4 (3/2 + d)n+3/4c

» algoritmul este cu 25% mai rapid

Tehnica divide et impera |l

» a doua variant3, algoritmul C care continu3 recursiv
descompunerea subcazurilor

te(n) = ta(n) pentru n < ng
ST 3te([n/2]) 4 t(n)  pentrun > ng
» conform notatiei asimptotice conditionate, timpul tc(-) este in
O(nlog 3) ~ O(n1.59)
» descompunerea cazurilor suficient de mici nu mai aduce nici

un castig de performanta, din contra; sub un ng se apeleaza
algoritmul A

> recursivitatea se poate uneori elimina printr-un ciclu iterativ
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Cautarea binara |

> algoritmul dupa care se cauta un cuvant in dictionar

» problema: sirul T[1...n], gdsirea pozitiei lui x in T sau a
pozitiei unde poate fi inserat

» n cazul cel mai nefaforabil, ©(n) function sequential(T[1..n],
x)

1: for i + 1 to n do

2: if T[i] > x then

3: return j — 1

4:  end if

5: end for

6: return n

» bucla for se executd de (n® +3n —2)/2n ori - de ce?
(indicatie: ne gandim probabilistic)

Cautarea binara Il

» numarul de repetari ale buclei, Tn medie:

1 243+---+n+n
n n

function binrec(T[i..j], x)

if i = then

return /
end if
ke (i+j+1)div2
if x < T[k] then

return binrec(T[i... k — 1], x)
else

return binrec(T[k...J], x)
end if

» ordinul de timp al algoritmului recursiv este ©(log n) (de ce ?)

A A A

©
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Cautarea binara Ill

» algoritmul iterativ:

function iterbin(T[1..n], x)

1: if n=0or x < T[1] then

2 return 0

3: end if

4: i< 1;j<n
5: while i < j do
6: (Tl <x<T[+1]}
70 k< (i+j+1)div2
8: if x < T[k] then
9: je k-1

10: else

11: i<+ k
12: end if
13: end while
14: return i

» algoritmul poate fi modificat asa incat ordinul de timp in cazul cel mai
favorabil s3 fie ©(1) (cum?)

Mergesort |

» dorim s& sortam crescator tabloul T[1...n]

> Tnjumatatim tabloul, sortam recursiv jumatatile, apoi
interclasam rezultatele
procedure mergesort(T[1..n])

1: if n este mic then

2 sorteaza prin insertie tabloul T

3: else

4: arrays U[1 .. ndiv 2], V[1..(n+1) div 2]
5. U<« T[1.. ndiv?2]

6: V<« T[1+ ndiv2. n]

7:  mergesort(U); mergesort(V)

8:  merge(T, U, V)
9: end if

» mdrimea stivei de apel este in O(log n)
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Mergesort Il

> pentru a sorta n = 2X elemente, spatiul de memorie este
2. (k14 ok2 4024 1)=2.2k=2p

» ordinul timpului de executie este
t(n) € t([n/2] + [n/2]) + ©(n) = ©(n log n)
» daca Tn algoritmul mergesort, marimea cazurilor este puternic

dezechilibrata, U cu n — 1 elemente si V cu un element,
timpul devine ©(n?) (de ce?)

Quicksort |

> partea nerecursiva a algoritmului este dedicata construirii
subcazurilor si nu recombinarii solutiilor
procedure quicksort(T][i..j])

1: if j — i este mic then
sorteaza T prin insertie
else
pivot(TT[i..j])
{dup3 pivotare, avem:}
{i<k<I=Tk<T[N}
{I<k<j=TIlkl> T[]}
quicksort(T[i .. I-1]); quicksort(T[I4+1 .. j])
end if

© NG RN

» tabloul T se partitioneaza Tn doua subtablouri, prin pivotare
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Quicksort Il

» numai elementul pivot se pozitioneaza pe pozitia lui finala in
Sir

» pentru echilibrarea subtablourilor, ideal ar fi s3 luam elementul
care ar fi pe a [n/2]-a pozitie dacd sirul ar fi sortat - mediana

» algoritmul de pivotare trebuie s3 meargd in timp liniar

» parcurge tabloul, pornind de la ambele capete

procedure pivot(T[i..j], 1)

. {la final, elementele T[i .. I-1] sunt < p}
. {T[I] = p iar elementele T[I+1 .. j] sunt > p}
Cp < TIi

ki l+j+1
repeat
k<« k+1
until T[k] > por k> j
repeat
[+ 1-1
cuntil T[I[ < p
: while k </ do
interschimbd T[k] si T[l]
repeat

Quicksort 1

14:
15:
16:
17:
18:

19
20
21

k< k+1
until T[k] > p
repeat
[+ -1
until T[] <p
. end while
. {pivotul este mutat pe pozitia lui finald}
. interschimb3d T[i] si T[I]

> algoritmul quicksort este ineficient dac3 cele doud subcazuri T[i.../ — 1] si
T[l+1...j] sunt puternic dezechilibrate (similar cu mergesort, reiese un timp
0(n%))

P pentru cazul mediu, avem de sortat n elemente, iar fiecare permutare a lor este
echiprobabild

> apelarea procedurii pivot poate pozitiona primul element pe oricare din cele n
pozitii cu probabilitatea 1/n; timpul mediu este:

n n—1
t(n) €©(n)+1/nY (t(I = 1)+ t(n—1)) < dn+2/n> t(i)
I=1 i=0

» vom considera, folosind metoda inductiei constructive, ca ordinul de timp cautat
pentru cazuri i < n este t(i) < cnlog n
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Quicksort IV

n—1 n—1
dn+2/nZt(i) = dn+2/nZ(ilog i)

i=0 i=0

n—1

<dn+2/n> (ilogn)
i=0
:dn+g~ n(n—1)logn
n 2

=dn+ (n—1)logne€ O(nlog n)

> constanta multipicativa este mai mic3d pentru quicksort fatd de heapsort sau
mergesort

Selectia unui element dintr-un tablou |

> ne intereseazad un algoritm eficient pentru determinarea
medianei, pe care s3 o folosim drept pivot

» mediana unui tablou T[1...n] verific3 relatiile:

#{ie{l,....,n}|T[i] < m} < [n/2]
i € {L,...,n}|T[i] < m} > [n/2]
sau, prima conditie poate fi scrisd ca

#{ie{1,....n}|Tli] = m} > |n/2]

» dacd am sorta(!) tabloul si am extrage mediana, aceasta ar
necesita un timp n ©(n log n)

» vom considera o problem3 mai general3d
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Selectia unui element dintr-un tablou Il

> problema gasirii celui de-al k-lea element al unui sir daca
acesta ar fi sortat crescator este gasirea elementului m:

#{ie{l,....n}T[i]<m} <k
#{ie{l,...,n}{T[I] < m} >k

» de exemplu, mediana este cel de-al [n/2]-lea cel mai mic
element al lui T

function selection(T[1..n], k) {g3seste al k-lea cel mai mic element}

if n este mic then
sorteazd T; return T[K]
end if
p < un element pivot din T[1..n]
u+#{iel,....,n}|T[i] < p}
v #{iet. . )Tl < p}
if u> k then
array U[1..u]
U < elementele T mai mici decat p
{cel de-al k-lea cel mai mic element al lui T}
{este si cel de-al k-lea cel mai mic element al lui U}

FoOOXNOGREWNH

Selectia unui element dintr-un tablou Il

12:  return selection(U, k)

13: else if v > k then

14: return p

15: end if

16: {situatia cand u < k si v < k}

17: array V[1 .. n-v]

18: v < elementele din T mai mari ca p

19: {cel de-al k-lea cel mai mic element al lui T este}
20: {si cel de-al (k-v)-lea cel mai mic element al lui V}
21: return selection(V, k-v)

P interesant este c3 avem nevoie de un pivot, iar pentru a fi eficient, acesta ar
trebui s3 fie chiar mediana (cerc vicios)

> dac3 gasirea pivotului ar fi o operatie elementard, timpul pentru problema
selectiei ar fi liniar

> vom incerca g3sirea unei aproximari bune pentru mediand (pivot)

> presupunem n > 5 si cd pseudomed() d3 mediana a exact cinci elemente

function pseudomed(T[1..n])

1. {g3seste o aproximare a medianei lui T}
2: s<ndivh

3: array S[1..s]

4: for i <+ 1 to s do
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Selectia unui element dintr-un tablou IV

5:  S[i] + adhocmed5(T[5i-4 .. 5i]
6: end for
7: return selection(S, (s+1) div 2)

> considerind m mediana tabloului S
#{ie{1,...,s}S[i] < m} = [s/2]
» cum fiecare element din S e o pseudomediana, si e mai mare sau egal decat 3

din cele 5 elemente, mediana pseudomedianelor va fi mai mare sau egala cu
juma3tate din aceste elemente

#{ie{1,...,n}|T[i] < m}>3[|n/5]/2](3n — 12)/10

> similar, pentru num3rul de elemente mai mari sau egale cu media, avem n final
relatiile:

#{i € {1,..., s} Tl < m} > (30— 12)/10
#{ie{1,...,s} T[] < m} < (7n+27)/10

Selectia unui element dintr-un tablou V

. . . . . . 0 . . . .
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .

> pentru n suficient de mare, U si V au cel mult 3m/4 elemente fiecare, deci
t(n) € O(n) + t([n/5]) + max{t(i)|t < 3n/4}

» prin inductie constructivy se arat3 c3 t(n) € O(n)
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O problema de criptologie |

problema constd Tn pastrarea secretului comunicatiei intre A si
B, chiar daca E va intercepta toatd conversatia

A si B convin asupra unui intreg p cu sute de cifre si asupra
unui alt intreg g intre 2si p—1

fiecare alege pentru el cate un intreg A, respectiv B
A calculeazd a = g” mod p si anunt3

B calculeazi b = gB mod p si anunt3

A va calcula x = b” mod p

B va calcula y = a® mod p

vor ajunge la acelasi rezultat, x = y = g8 mod p, pe care E
nu o cunoaste

E cunoaste doar a, b, p, g

pentru a afla x, ea va trebui s3 g3seascd un A’ astfel ca
Al ¥ / A’
g” mod p = a, dupa care poate calcula x = x’ = b™ mod p

O problema de criptologie Il

» calculul lui A" din a, p si g se numeste problema logaritmului

discret

function dlog(g, a, p)

A+—0; k+1
repeat
A—A+1
k < kg
until (a = k mod p) or (A = p)
return A

» pentru un numar p cu 24 de cifre si presupunind ca o iteratie

se desfdsoard intr-o microsecundd, timpul mediu, pentru p/2
iteratii, este mai mare decat 10'7 secunde > 100 milioane ani!

> algoritmul ce calculeazi exponentierea g* mod p in O(A) nu

este cu nimic mai eficient
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O problema de criptologie Il

» putem profita de descompunerea exponentului in baza 2,
astfel:

X25 — X11001(2) — (((X1)2X1)2X0)2X0)2X1

» putem realiza un algoritm ce calculeaza exponentierea pornind

de la ultima cifrd binard a exponentului:
function dexpo(g, A, p)
if A=0 then
return 1
end if
if A este impar then
a <+ dexpo(g, A -1, p)
return (ag mod p)
else
a + dexpo(g, A div 2, p)
return (aa mod p)
: end if

SOPNITEWN

O problema de criptologie 1V

» dacd M(p) este limita superioard a timpului necesar inmultirii
modulo p a doud numere naturale mai mici decat p, dexpo(g,
A, p) necesitd un timp in O(M(p) log A)

> mai interesant este un algoritm iterativ, ce parcurge

reprezentarea binard de la dreapta la stanga:
function dexpoiter(g, A, p)
1Ln— A y+gia—1
while n > 0 do
if n este impar then
a < ay mod p
end if
y < yy mod p
n <+ ndiv 2
end while
return a

CRNDO RN
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Algoritmul lui Strassen pentru inmultirea matricilor |

>

pentru matricile A si B de n elemente, matricea produs
necesitd n® nmultiri si (n — 1)n? adunri scalare, timp total
O(n?)

presupunem n putere a lui 2; se pot partitiona A si B in patru
submatrici de n/2 x n/2 elemente

matricea produs:

<C11 C12>:<A11 A12>_<311 B12>
1 G Axi Ax B>1 Ba
respectiv
Ci1 = A11Bi1 + A12Bo1 Ci2 = A11B12 + A12B2
(o1 = A21Bi1 + A2 Boy Coo = A21B12 + A2 Boo

pentru a obtine matricea C este nevoie de 8 Tnmultiri si 4
adundri de matrici de n/2 x n/2 elemente

Algoritmul lui Strassen pentru inmultirea matricilor |l

| 2

>

>

timpul rezultat este t(n) € 8t(n/2) + ©(n?)

conform teoremei master avem c3 t(n) € ©(n®) (adicd exact
metoda clasicd)

este de dorit sa avem mai putine Tnmultiri, Tn dauna numarului
de adunari

P = (A11 + A22)(B11 + B22)
Q = (A2 + A2)Bn
R = A11(B12 — B22)
S = A2 (B2 — B11)
T = (A11 + A12) B
U = (A21 — A11)(Bu1 + Bx)
V = (A2 — Ax)(B21 + B22)
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Algoritmul lui Strassen pentru Tnmultirea matricilor I

> exista exact 36 de moduri diferite de calcul

» unde matricea rezultat se calculeaza cu:
Ci1=P+S-T+V Cor=R+T
Cr1=Q+S Cor=P+R-Q+U

v

timpul total este t(n) € 7t(n/2) + ©(n?)

similar, avem c3 t(n) € ©(n"87) € O(n*81)

v

Inmultirea intregilor mari |

» numerele intregi mari se folosesc Tn diverse aplicatii:
criptologie, generarea numerelor Fibonacci, a zecimalelor lui 7

» operatii ce nu pot fi considerate elementare
> repezentarea Tn virguld mobild nu e o solutie viabild

» problema: intregi u si v de sute de cifre (n)

<l " {=

S R
I ]

< [ni2] {> <7 Lni2] {=

» dacd s = [n/2], u=10°w + x, v = 10°y + z, unde
0<x<10°, 0<z< 10°

> astfel, uv = 10%°wy + 10°(wz + xy) + xz

» obtinem algoritmul:
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Inmultirea Tntregilor mari |l

function Tnmultire(u, v)
1: n < numarul de cifre maxim dintre u si v
2: if n este mic then
3 return produsul uv calculat in mod clasic
4: end if
5. s < n div 2
6: w < udiv10°®; x < u mod 10°
7 y < vdiv 10°%; z < v mod 10°
8: return inmultire(w, y)x 102
o: + (inmultire(w, z) + Tnmultire(x, y))x10°
10: + Tnmultire(x, z))

» ordinul de timp este t(n) € 3t([n/2]) + t(|n/2]) + ©(n)
» pentru n putere a lui 2, t(n) € 4t(n/2) + ©(n) € O(n?)

» cat este ordinul de timp al Tnmultirii clasice?

Inmultirea intregilor mari lll

> folosim ideea algoritmului lui Strassen:
function inmultirel(u, v)

n < numadrul de cifre maxim dintre u si v
if n este mic then

return produsul uv calculat Tn mod clasic
end if
s<ndiv2
w < u div 10°; x + u mod 10°
y < vdiv 10°; z <— v mod 10°
r < inmultire(w + x, y + z)
p < inmultire(w, y); g < inmultire(x, z)
return 102p +105(r —p—q) + ¢

© o N a s eh

._‘
i
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Inmultirea Intregilor mari IV

» ordinul de timp se reduce:

t(n) € t([n/2]) + t([n/2]) + t([n/2] + 1) + O(n)
€ 3t(1+ [n/2]) + O(n)

» pentru n putere a lui 2, T(n) € 3T(n/2) + O(n), de unde, cu
ajutorul notatiei asimptotice conditionate:

t(n) € O(n"&3) € O(n5%)

Programarea dinamica

» asemenea 'divide and conquer’, rezolva problema combinind
solutiile unor subprobleme
» in cazul programarii dinamice, rezolvarea presupune subsolutii
identice ce trebuie rezolvate Tn mod repetat
> optimizarea vine sa elimine calcularea Tn mod repetat a
acelorasi subprobleme
> principii
1. caracterizarea unei solutii optime
2. definirea recursiva a valorii acesteia

3. calculul valorii unei solutii optime Tn maniera "bottom-up’
4. construirea unei solutii din informatia calculat3d

» un exemplu este triunghiul lui Pascal (ce calculeazs, cum)
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Inmultirea unui sir de matrice |

» problema consta in calculul produsului matricial
M= M M;Ms...M,

» Tnmultirea se poate face grupind matricile in mai multe moduri

» produsul AB, unde A are p x g iar B are g X r elemente
necesita pqr Tnmultiri scalare

» exemplu: Ade13x5 Bde5x89, Cde89x3siDde3x34

(((AB)C)D) 10582 tnmultiri
((AB)(CD)) 54201 tnmultiri
((A(BC))D) 2856  tnmultiri
(A((BC)D)) 4055  tnmultiri
(A(B(CD))) 26418 tnmultiri

> cea mai eficienta metoda este de aproape 19 ori mai rapida
decat cea mai ineficienta

Inmultirea unui sir de matrice |l

» fie T(n) numarul de moduri in care se poate paranteza
complet produsul de n matrici

» dac3 facem o tdieturd intre a i-a si a (i + 1)-a matrice
M = (MiMaMs ... Mj)(Mis1Misa ... M)
» vor fi T(i) moduri de parantezare a termenului stang si

— uri z ui : numaru
T(n moduri de parantezare a celui drept; numarul de
parantezari se poate exprima ca:

T(n) = T()T(n—1)
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Inmultirea unui sir de matrice Ill

» sirul T(1) =1, T(2)=1,T(3)=2, T(4) =5, T(5) =14,
T(10) = 4862, T(15) = 2674440 formeazd numerele
catalane, unde:

T(m) = < -2 ) € Q("/1?)

> pentru Tmbunatatirea metodei se aplica principiul optimalitatii,
adicd daca cea mai bund parantezare a produsului My ... M,
este intre i si i + 1, adunci subprodusele M ... M; si
Miy1 ... M, se parantezeaza si ele in mod optim

» dimensiunile matricilor se pastreaza in tabloul d[0. .. n], unde
d[i — 1] si d[i] sunt numarul de linii, respectiv coloane ale lui
M;

» tabloul m[1...n,1...m] va da numarul minim de Tnmultiri
scalare

Inmultirea unui sir de matrice IV
» mli,j] num3rul minim de Tnmultiri pentru construirea
produsului M; ... M;

> construim treptat produse de s-1=1, 2, .. n matrici

s=0:m[i,i]=0,i=1...n
s=1:mi,i+1]=d[i—1d[i]d[i+1],i=1...n—1
l<s<n:m[i,i+s]=

i<r;1<i?+s(m[i, k] + mlk +1,i+ s] + d[i — 1]d[k]d[i + s]),

i=1...n—s

> practic, pentru produsul M; ... M; s, se calculeazd toate cele
s — 1 parantezari posibile:

(MiMisq ... M) (Mist - .- Miys)
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Inmultirea unui sir de matrice V

> ca exemplu, d = (13,5, 89, 3,34)
> pentrus =1, m[1,2] =13 x 5 x 89 = 5785, m[2, 3] = 1335, m[3,4] = 9078
> pentru s =2,

m[1,3] = min(m[1,1] + m[2,3] + d[0]d[1]d[3], m[1, 2] + m[3,3] + d[0]d[2]d[3])
= min(1530,9256) = 1530

m[2,4] = min(m[2,2] + m[3,4] + d[1]d[2]d[4], m[2, 3] + m[4, 4] + d[1]d[3]d[4])
= min(24208,1845) = 1845

> pentru s =3,

m[1,4] = min(m[1, 1] + m[2, 4] + d[0]d[1]d[4]
+ m[1,2] + m[3, 4] + d[0]d[2]d[4]
+ m[1,3] + m[4, 4] + d[0]d[3]d[4]) =
= min(4055, 54201, 2856) = 2856

Inmultirea unui sir de matrice VI

j=1 2 3 4

i=1

5=3
2

s=2
3

s=1
4

s=10

P> timpul exact de executie Tnsumeaz3 elementele de pe toate diagonalele
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Inmultirea unui sir de matrice VII

n—1 n—1 n—1
t(n) = Z(nfs)s = nZsf Zsz
s=1 s=1 s=1

= (m —n)/6 € O(n%)

> s-au propus algoritmi care rezolvd problema in O(n log n)
> valoarea tdieturii k pentru fiecare pereche (/,)) se pastreazi n r[i, ]
P se vor construi pas cu pas matricile m si r

procedure minscal(d[0..n])
1: for i<+ 1tondo
mli,i] < 0
end for
for s« 1ton—1do
for i < 1to n—sdo
mli, i+ s] < 4o0
for k < ito i+ s do
q <« mli, k]| + m[k+1,i+s] + d[i — 1]d[k]d[i + s]
if g < m[i,i+ s] then
mli,i+s] <+ q
rliyi+s] < k

CoVXNOTREWN

Inmultirea unui sir de matrice VIlI

12: end if
13: end for
14: end for

15: end for

procedure minmat(i, j)
1: {returneaz3 produsul matriceal MiM;;1 ... M,

U <+ minmat(i, r[i,j])
V < minmat(r[i, j] + 1,/)
. return produs(U, V)

2: {calculat prin m[i,j] Tnmultiri scalare}
3: {se presupune c3 i < r[i,j] <j}

4: if i = j then

5: return M;

6: end if

7: arrays U, V

8:

9:

10
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Elemente de programare dinamica |

>

pentru a putea aplica programarea dinamica, problema trebuie
sa prezinte

1. substructura optima: o solutie a problemei include solutii
optime ale subproblemelor
2. suprapunerea problemelor: subcazurile se suprapun, se
rezolvd aceleasi subprobleme, nu se genereaza subprobleme noi
de reguld, numarul de subprobleme distincte e dependent
polinomial de marimea cazului de intrare

prin contrast, algoritmii divide et impera genereaza la fiecare
etapa, probleme noi

la programarea dinamica, reaparitia problemei gaseste
rezultatul deja stocat

formulat3 ca algoritm recursiv, problema gasirii numarului
minim de Tnmultiri recalculeazad subcazuri de mai multe ori:
procedure matrice-recursiv(d, i, j)

Elemente de programare dinamica Il

if i = then
return 0

end if

mli, j] < oo

for k< itoj—1do
q < matrice-recursiv(d, i, k) + matrice-recursiv(d,
k+1, j) + d[i-1]d[k]d[]]
if g < ml[i,j] then

8: mli,j] < q
. endif

10: end for

SN A S o A v

o
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Elemente de programare dinamica Ill

1. A4 1.3
27‘.4 J_...Q.{r D 22 QR4 B 423 12l @53
3.3 44 P G5 2.2 33 T 22

» de céte ori se calculeazd subcazul m[3,4]?

> timpul de executie:

T(1)>1

n—1
T(n) =1+ (T(k)+ T(n—k)+1), pentrun>1
k=1

Elemente de programare dinamica 1V

» prin inductie matematicd, vrem s3 ajungem la T(n) = Q(2"),
mai exact presupunem c3 T(n) > 2"~! pentru n > 1

n—1 n—1
T(n)>2> T(k)+n>2) 214
k=1 k=1

n—2
=2Y 24 n=202"1-1+n)=(2"-2)+n
k=0
> 2n—1
» apelul top-down recursiv-matrice(d, 1, n) este cel putin
exponential Tn n, fatd de algoritmul bottom-up care are un

ordin de timp ©(n%)

» memoizarea: prevenirea calculdrii repetate a subproblemelor
care au mai aparut ulterior, prin stocarea acestora
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Elemente de programare dinamica V

procedure matrice-memoizat(d)

: for i + 1 to ndo
for i< 1tondo
mlij] « o
end for
end for
6: return matrice-echivalent(d, 1, n)

SANE-EE I .

procedure matrice-echivalent(d, 1, n)

if m[i,j] < oo then
return m[i, ]

end if

if i = then
mli,j]+ 0

else
for k< itoj—1do

Noakwhe

Elemente de programare dinamica VI

8: g < matrice-echivalent(d, i, k) + matrice-echivalent(d, k+1, j)
+ d[i-1]d[k]d[j]

9: if ¢ < mli,j] then

10: mli,j] + q

11: end if

12:  end for

13: end if

14: return m[i, ]

> algoritmul memoizat economiseste timp fata de cel recursiv,
arborele strategiei apare retezat; memoizarea transforma algoritmul
parantezirii produselor de matrici din ©(2") in O(n®)

» fiecare din cele ©(n?) elemente ale tabloului m este initializat o
singurd dat3; fiecare apel presupune calcularea unui minim in O(n)

» solutia iterativd bottom-up Tmbunat3teste cu un factor constant
timpul algoritmului memoizat;

> totusi, daca prin natura problemei, nu este necesara rezolvarea
tuturor subcazurilor, solutia recursiva cu memoizare este de preferat
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Triangularea optima a poligoanelor |

» poligon: curba inchis3d, pland, format3 dintr-o secventa de
segmente de dreaptd (laturi)

> presupunem ca poligonul este simplu, laturile nu se
intersecteaza

» poligon convex: oricare ar fi doud puncte x, y de pe
frontierd sau din interiorul sdu, toate punctele segmentului
[x,y] sunt in interior sau pe frontierd

> VWvi,ViVa,... - laturi

» v; ,v; varfuri neconsecutive, V;v; - coarda

» o coarda v;v; imparte poligonul in doud poligoane,
< Vi, Vigly e ooy Vj > si < Vis Vigly ooy Vi >

> triangulare: multime T de coarde ce 1l Tmpart in triunghiuri
disjuncte; coardele nu se intersecteaza

Triangularea optima a poligoanelor |l

» multimea T de coarde este maximald, adic3 orice coarda care
nu apartine multimii T va intersecta o coarda din T

> fiecare triangulare a unui poligon cu n varfuri are n — 3 coarde
si imparte poligonul in n — 2 triunghiuri
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Triangularea optima a poligoanelor Ill

> pe fiecare triunghi se poate defini o functie de ponderare:
w(Avivivic) = [vivi| + [vjvie| + [vvil

» problema triangularii optime: gasirea triangularii care
minimizeaza suma ponderilor triunghiurilor

> o triangulare poate fi reprezentatd sub forma unui arbore binar

» latura pvg este radacina

Triangularea optima a poligoanelor IV

v

Awvyvsve determina fiii radacinii - vovz si V3vg

v

poligoanele rezultate se Tmpart recursiv

v

arborele construit asociat trianguldrii corespunde exact
parantezarii produsului a n — 1 matrici AjA> ... A1

» cum se poate modifica algoritmul minimizarii numarului de
Tnmultiri asa Tncat el sd calculeze triangularea optim3?
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Comparatie: programarea dinamica vs. tehnica greedy |

» privesc solutia ca rezultatul unei secvente de decizii
» ambele se pot conforma principiului optimalitatii

» problema rucsacului: un hot gdseste n obiecte, fiecare cu

valoarea v; si greutatea gj; greutatea maxima din rucsac este
G

» maximizarea functiei obiectiv:

n n
V(x):Zx,-v,-, unde Zx,-g,-g G, x = (x1,x2,...,Xn)
i=1 i=1

» problema continud a rucsacului: 0 < x; < 1, cantitate
fractionara

» problema discretd (0/1) a rucsacului: x; € {0,1}

» problema continua a rucsacului

» maximizarea functiei obiectiv printr-o succesiune de decizii

Comparatie: programarea dinamica vs. tehnica greedy Il
> decizie asupra lui x1, apoi xo, ...

» o solutie greedy se obtine, realizind ordonarea, fara
restrangerea generalitatii:

vi/g1> /8 > ... Vn/gn
» solutia optima este x* = (1,...,1,x;,0,...,0), unde
1<k<niar0<x<1
» nici o decizie nu este eronata
» timpul este Tn O(n)

» secventa de decizii de tip optime locale duce la optimul global
- se respecta principiul optimalitatii

» problema discreta a rucsacului
» exemplu: g =(1,2,3), v=(6,10,12), G=5
» greedy furnizeazd solutia V/(1,1,0) = 16
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Comparatie: programarea dinamica vs. tehnica greedy Ill
» solutia optimd este V/(0,1,1) =22

» nu Tntotdeauna o succesiune de decizii optime duce la optimul
global

» metoda greedy exporeazd o singura secventa de decizii

> programarea dinamica va trebui s3 exploreze toate
subsecventele de decizii posibile

» notam cu V/(1,n, G) valoarea maxima ce se poate incdrca n
rucsac initial; exprimam apoi solutia ca alegere Tntre
alternativa cu si fara g,

J'-/ -
¢ vaze (V(12.G-g9) )
e - T e —
Pl r
N P i
e . N A L9

(;__vu,m) \) f\:_h‘:’{l,l,t; )

D \ VaLG-gy ) (V1G858 )

Comparatie: programarea dinamica vs. tehnica greedy IV

V(1,n G)=max{V(1,n—1,G),V(1,n—1,G — g,) + vn}

> explorarea completd a arborelui de decizie d3 un algoritm
exponential Tn O(2")

> de cele mai multe ori algoritmii de programare dinamica ce
exploateaza principiul optimalitdtii sunt polinomiali
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Programarea dinamica pe intervale |

» problema discreta a rucsacului presupune rezolvarea cazului
{1,2,...,j} pe baza subcazurilor {1,2,...,j — 1}

> pentru alte probleme de programare dinamicd nu putem gasi o
recurentd pentru subsetul de probleme generat de {1,2,...,/}

» inspectind setul mai mare de subprobleme {i,i+1,...,/}
pentru toate valorile 1 < j, putem gasi o relatie naturald de
recurentd Tntre aceste subprobleme

» noua variabild introdusa i ne va determina sa consideram
subprobleme pentru fiecare interval din {1,2,...,n}

» problema: predictia structurii secundare a moleculei ARN,
problemd importanta in biologia computationala

» structura dublu-helix a ADN dat3 de legaturile de tip pereche
ntre baze complementare, {A, C, G, T}!

Programarea dinamica pe intervale Il

» perechile sunt A-T si C-G

P lantul simplu al moleculei ARN este componenta cheie Tn multe procese ce se
petrec Tn cadrul celulei

» molecula ARN tinde s3 se 'Incoldceasca’ n jurul ei Tnsesi
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Programarea dinamica pe intervale Il

» structura secundara format3 de molecula ARN determina
comportamente specifice in procesele celulare

> lantul simplu de baze b; € {A, C, G, U}? poate fi repezentat
ca B:{bl,bz,...,bn}

» perechile sunt A-U si C-G
» 0 baz3d poate face pereche doar cu o singura alta baz3 din lant
» nu avem 'noduri’, legaturile nu se pot intretaia

> regulile Watson-Crick ale formarii perechilor

ACAUGAUGGCCAUGU

Programarea dinamica pe intervale IV

» o structura secundara a lantului B este setul de perechi
S={(i,j)} cuje{1,2,...,n} ce satisface conditiile:
1. (nu existd intoarceri rapide) capetele fiec3rei perechi din
secventa sunt separate de cel putin alte patru baze, adica
pentru (i,j) € S atunci i < j — 4
2. perechile nu pot fi decat {A, U} sau {C, G} (in orice ordine)
nici o baza nu apare decat in maxim o pereche
4. (conditia de ne-intretdiere) dac3 (/,/) si (k,/) sunt doud
perechi in S, atunci nu putem avea i < k < j </

w

12 t-1 1 t+1 j-v i
{a)

i (-1 tt+1 j=1 ]
(h)

> structura secundard ce se va forma va fi una cu energie
minim3, adica una ce maximizeaza numarul de perechi
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Programarea dinamica pe intervale V

>

problema de programare dinamica va formula solutia optima
OPT(n) = numdrul maxim de perechi ce se pot forma, unde
OPT(j) =0 pentru j <5
structura optimald by by ... b; este determinata fie:

> j nu face parte dintr-o pereche, vom inspecta OPT(j — 1)

> j este pereche cu un anume t, t <j—4
al doilea caz, din cauza conditiilor de ne-intretdiere, stim ca
nu putem avea perechi cu un capat intre 1...t — 1 iar celdlalt
ntret+1...7—1

se separa subproblemele {by ... b;_1} i {bty1...bj_1}
vom considera problema {b;, bi11,...,b;}, pentru i < j
calculdm numarul maxim de perechi OPT (i, J)

conditia de ne-intretdiere: OPT(i,j) =0 pentru i > j —4
dacd j nu face pereche, OPT(i,j) = OPT(i,j — 1)

Programarea dinamica pe intervale VI

>

dacd i face pereche cu t < j — 4, vom avea de rezolvat
OPT(i,t —1)si OPT(t+1,j—1)

OPT(i,j) = max(OPT(i,j — 1),
max(1+ OPT(i,t —1)+ OPT(t+1,j —1)))

unde b; face pereche cu b;

function RNA-secondary-structure(1, n)

1: OPT(i,j)«Oforalli>j—4
2: {k d3 lungimea secventei, pornind de la cea mai scurts posibil3 (5) }
3: for k<~ 5ton—1do

4
5
6:
7
8

for i< 1ton—kdo
j—i+k
m ¢— —00
for all t <— i to j — 4 where b, pairs with b; do
0+ 14+ OPT(i,t —1)+ OPT(t+1,j—1)
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Programarea dinamica pe intervale VII

9: if m < o then

10: m<— o

11: end if

12: end for

13: OPT(i,j) + max(OPT(i,j — 1), m)
14:  end for

15: end for

16: returns OPT (1, n)

Programarea dinamica pe intervale VIII

a[ofafo s(ofafofo afofo]o]o
3[o]o HOE slofof1]1
210 2(0]0 210001
iP=1 i=1]1 f=111]1
j=6 7 8 9 j=6 7 8 9 j=6 7 8 9
Initial values Filling in the values Filling in the valnes
. fork = 5 for ke = 6
4lofofofo afoflofofo
ijolol1]1 ijojo|1|1
210011 2lo0|0]1|1
i=1]1]1]1 i=111]1]1]|2
i=6 789 j=67 89
Filling in the values Filling in the values
fork =7 fork = &

> consideram secventa ACCGGUAGU; reprezentam tabelar secvente de lungime
k=25,6,...

> sunt O(n?) subprobleme de rezolvat, iar fiecare se rezolvi in O(n); ordinul total
este in O(n%)

> pentru un subsir {i,j} se poate memora valoarea optim3 t g3sit3

ladeine, cytosine, guanine, thymine
2baza U a inlocuit pe T
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Cele mai scurte drumuri intr-un graf |

» problema: pentru un graf orientat G = (V, M), fiecare
muchie (i, ) € M are costul ¢;;

» algoritmul Dijkstra considera ca graful poate avea doar muchii
pozitive; aici consieram si posibilitatea costurilor negative

> algoritm flexibil, descentralizat

» numim ciclu negativ un ciclu C pentru care
2 (ijyec G <0

> ce se Tntdmpla daca intr-un graf cu cicluri negative cautam un
drum de cost minim?

» pentru un graf fard cicluri negative, cdutdm s3 aflam un drum
P de la un nod sursd s la un nod destinatie t astfel ca
lungimea sa }; ycp Cij sd fie minim3

Cele mai scurte drumuri intr-un graf Il

» (a) ideea greedy de la Dijkstra, de a ingloba cea mai scurtd
muchie pornind de la surs3, s-ar putea s3 nu functioneze

» (b) o idee ar putea fi s& folosim totusi Dijkstra pe un graf
modificat, Tn care fiecare muchie sa aib3 un nou cost
c,{j = cjj+ T unde T ales astfel incat c;; + T > 0 pentru toate
(i,j) € M, nu d3 rezultate; costurile drumurilor se modific3 n

mod diferit (exemplu: cresc cu 2T respectiv 3T)
@x‘h“@/’oﬁfm
: ©
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Cele mai scurte drumuri intr-un graf Ill

» observatie: intr-un graf fara cicluri negative, cel mai scurt
drum de la s la ¢ va fi un drum simplu (f3rd noduri care s3 se
repete), si de aceea va avea cel mult n — 1 muchii

» OPT(i,v) - costul minim al drumului de la varful v la varful t
folosind cel mult i muchii

» problema initialda: O(n—1,s)

» dacd drumul P foloseste cel mult i — 1 muchii,
OPT(i,v) = OPT(i—1,v)

» dacd drumul P foloseste i muchii, si prima muchie este (v, w),
atunci OPT (i,v) = cyw + OPT(i — 1, w)

function Bellman-Ford-shortest-path(G, s, t)

n<+ |V

array B[0...n—1]

: B0, t] < 0; B0, v] < oo for all other v € V
: {i d3 lungimea drumului, si creste progresiv}

Cele mai scurte drumuri intr-un graf IV

5. for i+ 1ton—1do

6 for v € V in any order do
7 Bli,v] < B[i — 1,v]

8: for w e V do

9: 0+ Bli —1,w]+ cw
10: if o < BJi, v] then
11: Bli,v] + o

12: end if

13: end for

14:  end for

15: end for

16: return B[n — 1, 5]

> pentru drumuri cu lungimi din ce Tn ce mai mari, se calculeaza daca
drumul cu lungimea imediat urmatoare, folosind orice muchie nou
inserata pana la inceputul unui drum vechi, este mai scurt

» procesul presupune calcularea drumurilor, in acest mod, pentru
toate varfurile
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Cele mai scurte drumuri intr-un graf V

> timpul este in O(n?)

> pentru obtinerea drumului, tabela cu varful w ales la fiecare pas se
poate calcula in paralel

012345
t[ofoJofo]o]0]
a|w|-3]-3|-4|-6|-6
blewles]|O|-2]-2|-2
el=]3]3]3]3]3]
dl=]al3]3]2]0
e[=[2[0]ol0]0

» o linie din tabeld corespunde celui mai scurt drum de la nodul
respectiv la t, pe masura ce numarul de muchii permis creste

Cele mai scurte drumuri intr-un graf VI

» cel mai scurt drum de la d la t este modificat de patru ori, se
schimbddelad—tlad—a—t lad—a—b—e—t, siinfinal la
d—a—-b—e—c—t

> o variantd a algoritmului se obtine dacd, pentru un anumit varf v,
nu mai inspectam legaturile sale cu toate celelalte varfuri, ci ne
limitam la vecinii sai

> astfel, se vor parcurge toate muchiile grafului
> ordinul de timp va fi in O(nm)
> strategia este avantajoasd pentru un graf rar

> se poate observa c3, la fiecare pas, valoarea BJi, v] se calculeazd
folosind doar valorile calculate la pasul anterior, B[i — 1, w], pentru
weV
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Cele mai scurte drumuri intr-un graf VII

» mirimea lui B se poate reduce de la O(n?) la O(n), iar B devine
vector:

BIv] = min(Blv], min(cw + B[w)))

> in algoritm, B[v] este lungimea celui mai scurt drum de la v la ¢, iar
dupd i actualizdri, valoarea B[v] nu este mai mare decit lungimea
drumului folosind cel mult i muchii

> pentru regasirea drumului de la s la t, vom ad3uga un vector first[v]
ce va da nodul ce urmeaza dupa nodul v pe acest drum

> cand se gdseste minycv(cw + Blw]), first[v] + w

> considerdm succesiunea de varfuri v, first[v], first[first[v]],
... (drumul n sine)

> dovedim c3d pe acest drum, daca are cicluri, atunci ele sunt negative

> fie v, vo, ..., v, nodurile de-a lungul ciclului pe acest drum, si fie
(vk, v1) ultima muchie ad3ugat3

Cele mai scurte drumuri intr-un graf VIII

> fnainte de aceastd ultimd addugare, avem B[v;] > ¢y, + B[vit1]
pentru toti i =1,...,k — 1 si de asemenea B[vi] > c,,., + B[vi]
deoarece am gasit o muchie care ne leaga de t cu un cost mai mic si
urmeaza si modificdm first[vi] la vy

B[Vl] > Coyv, T B[V2]
B[V2] 2 Cpys + B[V3]

B[Vk—l] 2> Cyqy T+ B[Vk]
Blvk] > ¢y, + B[]
sumam, si avem:
k—1
0> Z Cyivis1 T Cuovi, CEEA Ce este un ciclu negativ
i=1

> cum graful nu admite cicluri negative, drumul format nu are cicluri
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Cele mai scurte drumuri intr-un graf IX

> la terminarea algoritmului, drumul este construit in first[v], iar
valoarea sa este determinata de BJ[v]

> n versiunea Tn care B este vector, e posibil ca drumul a c3rui
lungime este B[v] dupd i iteratii s§ aib3 Tnglobate mai multe muchii
decat /

> un exemplu ar fi daca tot graful ar consta dintr-un singura
succesiune de muchii de la s la t

> parcurgerea acestor muchii s-ar face integral, in for-ul dupa w
(intr-un singur pas)

> ar fi inutil s3 mai facem complet cele n — 1 iteratii mari

> putem observa c3, dacd pentru un anumit /, vectorul B[V] nu se
modifica, atunci Tnseamnad ca i este lungimea maxima a tuturor
drumurilor

> B[v] nu mai are cum s3 se modifice, pentru c3 se fac aceleasi
verificari ca si la iteratia anterioard, cu aceleasi valori

Backtracking |

> gasirea solutiei optime folosind c3utarea exhaustiva

> se genereazad Tn mod succesiv toate solutiile posibile si se
evalueaza pe masura ce ele sunt construite

» tehnica backtracking este denumita si cautare cu revenire,
deoarece pornind de la solutia curentd se construieste
urmatoarea solutie posibila

> tehnica de explorare a grafurilor orientate implicite; acestea
sunt de regula arbori

> se preteaza explorarii arborilor corespunzind strategiilor pentru
anumite jocuri

> exemplu: strategia unui joc de sah, table, sau X-si-0

> jucdtorii muta alternativ, iar starea jocului se reprezinta sub
forma unei pozitii pe o tabla

» jocul are o serie finitd de astfel de stari (pozitii) si exista reguli
care asigura sfarsitul jocului
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Backtracking Il

X m-uves /‘ . \

. . 0
* X X
X moves x|o
+] o
/ll \
x| x x x X X
O moves x|o x|x]o X
o o o o|x
1 /—] \ ol \\\
x|o|x X x|lo|x X X
X moves xX[x|o x|x|o X olxfo
o ] oo ofx|o olx|o
0| -1 0| 1
x|o|x x|o|x x| x|x
x|x]o x|x|o olx|o
o|x|o o|X|o olX|o
0 0 1

» radacina corespunde pozitiei de start

Backtracking Ill

> se poate asocia un arbore de strategie

» fiii unui nod reprezintd pozitiile permise pornind de la pozitia
curentd

» frunzelor (pozitiilor terminale) li se asociazd un cost -1, 0 sau
1, corezpunzind pozitiei de castig, remiza sau pierdere
> se calculeaza valorile nodului prin propagare de la frunze spre
radacina
1. dacd nodul corespunde mutarii jucdtorului pentru care se
consturieste arborele, valoarea nodului este maximul valorilor
fillor (presupunem c3 jucdtorul face mutarea favorabild lui)
2. dacd nodul corespunde mutarii celuilalt juc3dtor, valoarea este
minumul fiilor
» dacd putem calcula astfel valoarea radacinii ca fiind 1, spunem
ca primul jucdtor are o strategie castigatoare
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Functii de tip payoff (rasplata)

> generalizeaz3 ideea ca, fiecdrui nod din arborele de strategie
sa i se asocieze o valoare, nu neapdrat in {—1,0,1}
> se pastreaza regulile de determinare a valorii nodului:
1. maxim, dacd urmeaza la mutare jucatorul 1
2. minim, dacd urmeaz3 la mutare jucdtorul 2
» jocul de sah presupune un arbore al strategiei, desi finit, cu un
numar imens de noduri; stocarea sa este nefezabil3d

» de reguld, pentru pozitia curenta ca radacind, se construiesc
cateva niveluri in jos

» 'frunzele’ nu sunt pozitii finale, asa Tncat se folosesc estimatori
probabilisti, bazati pe diferentele in num3arul si importanta
pieselor, apararea Tn jurul regelui

Cautarea backtracking

> stocarea arborelui strategiei poate fi prohibitiva

> este posibil uneori sa nu stocam decat calea directd de la
rdddcind spre un anumit nod (sau frunza)

> 'calea’ este realizata de un algoritm recursiv care produce
nodurile doar atunci cand este nevoie de ele

1. valorile asociate sunt numere in intervalul [-1, 1]

2. valoarea +o0 este mai mare ca orice valoare pozitiva (la fel
pentru —oo)

3. variabila mode ia valorile MIN sau MAX dupa cum la mutare
urmeaza jucatorul 2 sau jucatorul 1

4. existd o reprezentare a sarii curente (board)

5. functia payoff() calculeazg valoarea asociatd unei frunze
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Tehnica mini-max

function search(board, mode)

1: {evalueazi un nod board presupunind c3 este randul jucdtorului 1 dac§ mode =
MAX sau al jucdtorului 2 dacd mode = MIN }

2: if board este o frunz3 then

3: return payoff(board)

4: end if

5: if mode = MAX then

6: value < —oco

7: else

8: value + 400

9: end if

10: for fiecare fiu c al lui board do

11: if mode = MAX then

12: value < max(value, search(c, MIN))
13:  else

14: value < min(value, search(c, MAX))
15:  endif

16: end for

17: return value

> variantd: program nerecursiv ce p3streaz3 o stiva de st3ri (boards)

Retezarea alfa-beta |

max

min

> existd situatii in care nu e necesard continuarea calculirii valorilor fiilor (in bucla
for)

P pentru nodul n, s-a calculat valoarea fiului ¢; ca fiind 20
» unul din fiii lui ¢, este 15

» ¢ fiind un nod minim, nici unul din ceilalti fii ai s3i nu mai are cum sa
determine cresterea minimului peste 15

» n fiind un nod de maxim, valoarea sa va fi peste 20

P deci ceilalti fii ai lui cp pot ramane necalculati
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Retezarea alfa-beta Il

max

> reguli de retezare folosind valori tentative si finale:

1. dac3 toti fiii lui n au fost considerati sau retezati, valoarea tentativa a lui
n devine finala

2. dac3d un max-nod n are o valoare tentativa v si un fiu cu valoarea finala
vo, seteaz3 valoarea tentativd a lui n la max(vi, v2). Dac3 n este
min-nod, seteaz3 valoarea sa tentativd la min(vi, v2)

3. dacd p este un min-nod cu pirintele g (max-nod), si p si g au valorile
tentative vi si vo, cu vi < vp, atunci se pot reteza toti fiii neconsiderati ai
lui p. Se pot reteza toti fiii neconsiderati ai lui p dac3a el este un max-nod
(si, corespunzstor, g este min-nod) si v» < vq

Cautarea branch-and-bound |

> Tn anumite probleme, nodurile arborelui strategiei pot fi vazute
ca seturi de configuratii

> printr-o selectare atentd, fiii unui nod pot reprezenta mult mai
putine configuratii decat parintele lor

» exemplu: TSP (travelling salesman problem), orasele
{a, b, c,d, e} poate gdsi solutia optim3 prin explorarea tuturor
posibilelor configuratii ale ciclului (cate sunt?)

» construim arborele configuratiilor, unde radacina reprezinta
toate configuratiile posibile

» fiecare nod are doi fii - configuratii ce contin o anumit3
muchie, respectiv configuratii ce nu contin acea muchie

» considerdm muchiile Tn ordinea lexicograficd (conventie)

» nu fiecare nod are exact doi fii (de exemplu, nu exista ciclu cu
muchiile (a, b), (a,¢) si (a, d), simultan)
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Cautarea branch-and-bound Il

all
tours
tours tours
with without
(a, b) (a, b)
= ~ e o~
tours tours tours tours
with with with (g, ¢) without
(@, b) and (a, c) (a, b) not (a, ) not (a, b) (a. b)ora, c)
[ | I [
. tours with tours with tours
tours with (@, &) not (a, c) not without
(a.b).(a. ¢)
not a, ) (a. ¢) or (a, b)or (a, b), (a, ¢)
! (a, d) (g, d) or (g, d)
tours with tours with tours with
(a, b) and g, ¢)and (@, d) nov
(a, d) not (g, d) not (a, b) or
{a.c) (a. &) (a.c)

Euristici pentru branch-and-bound |

> similar cu retezarea alfa-beta

> presupunem ca pentru un nod n, putem calcula o limita
inferioarad a valorilor solutiilor caracteristice fiilor s3i

» dacd anterior am determinat o solutie cu un cost mai mic
decat limita inferioara a lui n, atunci explorarea fiilor lui n nu
mai are sens
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Euristici pentru branch-and-bound Il

» pentru un ciclu, costul sau se poate exprima ca
1/23 " ,c\/(muchiile incidente in v)

» suma oricaror doua muchii incidente Tn v > suma costurilor
celor mai mici doud muchii incidente Tn v

> costul oricdrui ciclu > 1/23% \/(suma costurilor celor mai
mici doud muchii incidente Tn v)
1. astfel, nodul a are asociate (a, d), (a, b), cost 5
nodul b, (a, b), (b, e), cost 6
nodul ¢, (a,c), (b, c), cost 8
nodul d, (a,d), (c,d), cost 7
nodul e, (b, e), (d,e), cost 9
costul unui ciclu > (5+6+8+7+9)/2=175

IR

» pentru un fiu Tn care existd constrangerile de a include (a, €) si
de a exclude (b, c¢), suma minimelor se schimba:
1. nod a, (a,d), (a,e), cost 9
2. nod b, (a,b), (b, e), cost 6
3. nod ¢, (a,¢), (c,d), cost 9

Euristici pentru branch-and-bound Il

4. nod d, (a,d), (c,d), cost 7
5. nod e, (a,e), (b, e), cost 10
6. costul unui ciclu > (9+6 +9+7+10)/2 = 20.5

» la construirea ciclului, dacd muchia exclusa nu mai inchide
ciclul, trebuie inclusa

» dacad, din contra, includerea muchiei determina 3 muchii
adiacente Tntr-un nod, ea va fi exclusa

» muchia inclus3 e de forma xy, cea exclusd de forma xy
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Euristici pentru branch-and-bound IV

A 175
no constraints
B175 C 185
ab ab
D 205
ac ad E_IS
- ac
ae
pruned after G 13
discovery of / ad ae
pruned / T~ pruned
H I after N P
be bd be od discovery be E be bd
be ce ce bd of / ce bd be ce
de od de be de be de od
tour tour tour tour
abe eda abe cda ach eda ace bda
cost = 23 cost = 21 cost = 19 cost = 23
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Cursul nr. 4

STRUCTURI DE DATE AVANSATE

Cuprins

Tabele de dispersie

Arbori red—black

B-arbori

Kd-tree

Exercitii

Anexa 1: Adresarea deschisa

Anexa 2: Stergerea din arbore red-black

Anexa 3: Stergerea din B-arbore
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Tabele de dispersie

» Scop: generalizeazd notiunea de tablou

» Denumire in limba engleza: hash table, hash map
» Permite implementarea dictionarelor: colectii de perechi de
forma (cheie, valoare)

» Tablou: cheile sunt chiar indicii elementelor, au valori 0, 1, ...

» Tabel de dispersie: cheile pot fi orice valori, care vor fi aduse la
forma 0, 1, ...

» Cautarea se face dupa cheie

» Exemplu: perechi de forma (nume de persoana, numar de
telefon); cautarea se face dupd numele persoanei

» Operatii implementate pentru tabele de dispersie: Insereazi,
Cauti, Sterge pentru elemente ale unei multimi dinamice

> o multime este dinamica daca permite inserarea si stergerea de
elemente

Tabele cu adresare directa

» Ipoteze de lucru:
> Universul cheilor U este rezonabil de mic
» U are forma U={0,1,...,m—1}
» Solutie imediatd: reprezentarea multimii dinamice prin tablou
T[0...m—1]
» Trebuie s3 marcam cumva daca o pozitie din T este ocupata

=avem cheie memorata sau disponibila = la o eventuala
cautare a cheii se raporteaza element negasit

» T[k] = NIL: cheia k nu este memorat3
» T[k] # NIL: cheia k este memorat3
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Tabele cu adresare directa

cheie data satelit

/

e

b s oo =
Y
L]

é

& o

Figura: Multime dinamic3 reprezentata prin tabel cu adresare directa.
Fiecare cheie din U = {1,...,9} corespunde unui indice de tablou.
Locatiile barate contin NIL.

Tabele cu adresare directa — operatii

Adresare-directa-Cauta(T, k)
return T[k]

Adresare-directa-Insereaza(T, x)

T [cheie[x]] «+ x

Adresare-directa-Sterge(T, x)
T |[cheie[x]] < NIL

» Complexitate: O(1) in cazul cel mai defavorabil

» Remarcd: se presupune ca cheie[x] produce valori diferite
pentru x diferiti
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Tabele de dispersie

» Critica a tabelelor cu adresare directa:
> n practica universul cheilor U poate fi mare
» multimea cheilor efectiv memorate K ar fi mica n raport cu U
= risipa de spatiu
» Tabela de dispersie:

> necesarul de memorie poate fi ©(|K])
> complexitatea medie a c3utarii: O(1)

» Cum?
» Tn adresarea directa cheia da chiar indicele de stocare in T
> aici: cheia k — h(k), h: U — {0,1,...,m—1}
> h: functie de dispersie
> cheia k se disperseazi in locatia h(k)

Tabele de dispersie
» Posibild problema: ki # ko dar h(ki) = h(k2), i.e. h nu este
injectiva
» Cu sigurantd nicio functie h nu poate fi injectiva pentru
Ul > m
> Rezultat: coliziuni de chei

k)
ikg)

itks) = hike)

cheile
actuale

m-1

Figura: Coliziuni: cheile k si ks disperseaza n aceeasi locatie
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Rezolvarea coliziunilor

» Dorim ca h s3 produca valori cat mai dispersate, minimizand
sansa de coliziune
» Tratarea coliziunilor prin:
> Tnlantuire
» adresare deschisa

Rezolvarea coliziunilor prin inlantuire:

> Elementele care disperseaza Tn aceeasi locatie sunt stocate
intr—o listd (simplu / dublu) Tnldntuita

» Locatia T[h(k)] contine referintd catre capul listei

Rezolvarea coliziunilor prin inlantuire |

Figura: Rezolvarea coliziunilor prin inlantuire. Cheile ky si k4 au
h(ki) = h(ks) =1 si se regdsesc n aceeasi lista Tnlantuits.

Dispersie-cu-inlantuire-Insereaza(T, x)

Insereaza x in capul listei T[h(cheie[x])]
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Rezolvarea coliziunilor prin inlantuire |l

Dispersie-cu-inlantuire-Cauta(T, k)

Cautd un element cu cheia k in lista T[h(k)]

Dispersie-cu-inlantuire-Sterge(T, x)
Sterge x din lista T[h(cheie[x])]

» Complexitate:
> inserare: O(1) in cazul cel mai nefavorabil
> ciutare: O(lungimea listei)
> stergere: remarcam ca se sterge x care este nod din listd, deci
pentru o listd dublu inlantuitd este O(1) iar pentru simplu
Tnlantuitd este ca la cautare;
> stergerea dupa cheie necesitd c3utarea in lista

Analiza dispersiei cu inlantuire

» Cat dureazd c3utarea n tabeld de dispersie?
» Cazul cel mai defavorabil: h(ki) = h(k2) = --- = h(k,) =
cdutarea are complexitatea O(n)
» functia de dispersie este astfel aleasd Tncat sa reducd sansa asta

» Cantitatile considerate: n = numarul de chei, m = lungimea
lui T = numarul de locatii

» Factorul de Tncarcare
a=— (1)

m
> « este numarul mediu de elemente stocate de o locatie
> Analiza se face in functie de «

> « este relevant Tn ipoteza ca orice cheie poate sa disperseze
egal probabil in oricare din cele m locatii
» — ipoteza de dispersie uniforma simpl3

> Pentru fiecare locatie j notdm cu n; lungimea listei referite de
T

> n=mng+n +---+nNmp-1
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Analiza dispersiei cu inlantuire

» Ipoteza de dispersie uniformd simpla - valoarea medie a lui n;:
M(n;) satisface M(nj)) =a=n/m, ¥j=0,m—1

» Presupunere: h(-) se poate calcula in O(1)

Teoremd ([1], pag. 259)

Intr-o tabels de dispersie in care coliziunile sunt rezolvate prin
Inlantuire o cautare fara succes are complexitatea medie

O(1 + «) in ipoteza de dispersie uniforma simpla.

Demonstratie: o cheie k poate ocupa cu probabilitate 1/m oricare
din cele m locatii; timpul mediu este dat de calculul lui h(k) plus
parcurgerea pand la sfarsit a listei T[h(k)] care are lungimea medie
M(nh(k)) = Q.

Teorema ([1], pag. 259)

Intr-o tabela de dispersie Tn care coliziunile sunt rezolvate prin
inldntuire, o cautare cu succes are complexitatea medie ©(1 + «)
Tn ipoteza de dispersie uniforma simpla.

Interpretarea cheilor ca numere naturale

> Pentru siruri de caractere din setul ASCII, cu coduri intre 0 si
127: se considera numarul format din codurile fiecarui
caracter, interpretat in baza 128

> Exemplu: “abc” = 07 98 99156) = 97 - 1287 + 98 - 128 + 99

» Pentru obiecte compuse din mai multe valori: se poate face
compunerea (agregarea) cheilor aferente valorilor

» Recomandat: campurile pe baza carora se calculeaza cheia sa
fie nemodificate, odat3d ce s—au setat

> In platformele actuale se prevede posibilitatea de a avea o
functie de dispersie de tip intreg incd de la baza ierarhiei de
tipuri de date:

» Java: in toate clasele standard avem implementare a metodei
public int hashCode(), ce suprascrie polimorfic metoda
omonimd mostenitd din clasa Object

» NET (cod C#): analog, cu metoda public virtual int
GetHashCode () mostenita din clasa System.0Object

159



Functii de dispersie

» Pentru chei valori numerice: cum se obtine o functie de
dispersie buna?
» Ce este o functie de dispersie buna?
> ideal: s3 satisfaca cat mai fidel ipoteza dispersiei uniforme
simple: fiecare cheie se poate dispersa cu aceeasi probabilitate
n oricare din cele m locatii
» dacd P(k) este probabilitatea de alegere a cheii k, atunci
ipoteza se rescrie ca:

1
> Pk)=—.%=01..m-1 (2)
k:h(k)=j

» Exemplu: dac3 cheile sunt independente si uniform distribuite
in [0,1), functia h(k) = | km] satisface (2)

Functii de dispersie: metoda diviziunii

Metoda diviziunii
» h(k) =k mod m
» Cum alegem o valoare buna a lui m?
» preferabil: valoarea lui h(k) s3 depinda de toti bitii lui k
> idee naivd: m = 2P = h(k) depinde doar de cei mai putin
semnificativi p biti
> se poate arata ca pentru un sir de caractere interpretat in baza
2P 'm = 2P — 1 este o alegere proasta, deoarece permutarea
caracterelor nu modificd valoarea lui h
> se considera ca un m prim nu prea apropiat de o putere a lui 2
este o alegere buna
» exemplu: 1000 de chei, grad de incarcare dorit: a = 3, adica
n medie 3 elemente in fiecare lista:
> num3r orientativ de locatii: 1000/3 = 333
» puteri ale lui 2 din jurul lui 333: 256 = 2%, 512 = 2°
> numere prime Tn jurul lui 333: 313, 317, 331, 337, 347, 349
> putem alege m = 331 sau m = 337
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Functii de dispersie: metoda Tnmultirii

Metoda inmultirii
» Se fixeazd un A € (0,1)

» Calculul valorii de dispersie pentru cheia k:
k—f= kA — | kA] — |m-f]
partea factionara a lui kA
> Alegerea lui m nu este critica
» Pentru baza 2: m = 2P este o valoare ce eficientizeaza
calculele pe sistemele binare actuale
» A: valoarea optima depinde de cheile efectiv dispersate
» Knuth: A= @ ~ 0.618... = sectiunea de aur -1

Functii de dispersie: dispersie universala

v

Punct slab al functiilor anterioare: o alegere nefericita a
functiei n raport cu datele (sau o alegere nefavorabils a
datelor) poate face ca h(k) = constant

v

Strategie: se alege aleator functia de dispersie dintr-o familie
de functii

v

Strategia dispersiei universale: in medie se obtin dispersii
bune ale cheilor, independent de valorile lor

» H: colectie de functii de dispersie h: U — {0,1,...,m—1}

Definitie (Colectie universald)

‘H este o colectie universald daca pentru orice x,y € U numarul
functiilor de dispersie h € H cu h(x) = h(y) este exact |H|/m
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Functii de dispersie: dispersie universala

>

>

>

Consideram p prim, p > orice cheie posibil3;

Pentruaec Zy ={1,...p—1}sibe Z,={0,1,...p— 1}
definim:

hab(k) = ((ak + b) mod p) mod m (3)
Consideram

Hpm = {hab rac Z:;, be ZP} (4)

Teorem3 ([1], pag. 267)

Hpm este o colectie universald de functii de dispersie.

>

Arbori

Pentru adresarea deschisa, a se vedea anexa 1

red—black: origine, comportament, particularitati

Origine: arbore binar de c3utare

Problema: arborii binari de cdutare pot degenera Tntr—o lista
dacd datele sunt deja sortate = c3utare ineficientd, in O(n)
pentru cazul cel mai nefavorabil

Arborele red—black: operatiile de cautare, inserare si stergere
sunt in timp O(log n) in cazul cel mai nefavorabil

Un arbore red—black este un arbore binar de cdutare in care
fiecare nod e rosu sau negru

Daca un nod nu are nod copil stang sau drept, copilul lips3 se

Tnlocuieste cu un nod fictiv, NIL; frunzele sunt doar copii NIL

Un arbore binar de cautare este red—black dac3d Tndeplineste:
1. Fiecare nod e fie rosu, fie negru.

Radacina este neagra.

Fiecare frunz3 (NIL) este neagr3.

Daca un nod este rosu, atunci ambii sdi fii sunt negri.

Orice drum simplu de la un nod la orice frunzd descendenta a

sa are acelasi numar de noduri negre.

oW
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Arbori red—black: definitie, exemplu

Definitie

Ingltimea neagrs a unui nod x — notatie: bh(x) — este numirul de
noduri negre (excluzindu-I pe x) de pe orice drum de la x la o
frunza descendentd a sa.

Figura: Exemplu de arbore red—black. Nodurile rosii sunt reprezentate cu

gri. Langa fiecare nod se afl3 Tnaltimea neagra a sa.

Arbori red—black: exemplul 2

Tomil

Figurd: Folosirea unei santinele pentru reprezentarea nodurilor NIL.
Parintele radacinii este de asemenea un nod NIL.
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Arbori red—black: proprietate esentiala

Teorema

Un arbore red—black cu n noduri interne are inaltimea cel mult
2logy(n+1).

Demonstratie (schitd): Se aratd prin inductie cd un subarbore cu
ridicina x are cel putin 227(X) — 1 noduri interne. Din proprietatea
4 a arborilor red—black rezulta ca cel putin jumatate din nodurile
de pe orice drum de la un nod x la o frunza (fard a numara si x)
sunt negre. Pentru x = radacina arborelui de adancime h avem ca
bh(x) > h/2. Folosind rezultatul de mai sus avem ¢ n > 2h/2 — 1
de unde si concluzia teoremei.

» C3utarea se va executa in timp O(log n)

> Inserarea si stergerea prezentate la arborii binari de c3utare
trebuie modificati pentru a transforma dintr-un arbore
red—black Tn structurd de acelasi fel

Arbori red—black: rotatii

» Rotatie: operatie prin care se asigurad respectarea conditiilor
impuse arborilor de cdutare

» Operatia e apelatd la inserare si stergere

Roteste-stanga(T, x)
al

................................. 10
4 Roteste-dreapta(T, y) «

Figurd: Operatiile de rotatie pentru un arbore binar de c3utare. «a, 3, vy
sunt subarbori.
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Arbori red—black: rotatii

Roteste-stanga(T, x)
1 y « dreapta[x]

2 dreapta[x] < stangaly]

3 if stanga[y] # NILthen

4 plstangaly]] «+ x

5 plyl < plx]

6 if ply] = NIL then

7 radacina[T] <y

8

else
9 if x = stanga[p[x]jthen
10 stanga[p[x]] < y
11 else
12 dreaptalp[x]] <y
13 stangaly] < x
14 plx] <y

Arbori red—black: rotatii

Figura: Exemplu de aplicare a procedurii Roteste-dreapta pentru un
arbore binar. Se observa c3 se pleacd de la un arbore binar de c3utare si
rotirea pastreaza aceasta proprietate.
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Arbori red—black: inserarea

> Inserarea se face Tn prima faza ca la

RN-Insereaza(T, z) . o
un arbore binar de cautare

1y« nilT]
X < radacina[T] » Orice nod inserat are initial
while x # nil[T] culoarea rosie; aceasta va fi

2
3
g iyf;;e[z] < cheie[x] eventual corectatd de citre functia
6 then x < stanga[x] RN-Corecteaza
7
8

[ T'Se X + dreaptalx] » Apelul de metod3 RN-Corecteaza
plz] + y < v

9 ify— mi[T] este pentru a pastra proprietatile
10 then radacina[T] < z de colorare

11 else if cheie[z] < cheiely]

12 then stangaly] < z

13 else dreaptaly] < z

14 stangalz] + dreaptalz] < nil[T]
15  culoare[z] < rosu
16 RN-Corecteaza(T, z)

Arbori red—black: inserarea

RN-Corecteaza(T, Zz)

1 while culoare[p[z]] = rosu

2 if plz] = stangalplplZ]]

3 then y < dreapta[p[p[z]]]

4 if culoarely] = rosu

5 then culoare[p|z]] < culoare[y] < negru //caz 1
6 culoare[p[p|z]]] < rosu //caz 1

7 2 plplz] //caz 1

8 else if z = dreapta[p|z]]

9 z < p|z] //caz 2

10 Roteste-Stanga( T, z) //caz 2

11 culoare[p[z]] < negru //caz 3

12 culoare[p[p|z]]] - rosu //caz 3

13 Roteste-Dreapta(T, p[p[z]]) //caz 3

14 else (la fel ca la then, interschimband “stanga” cu “dreapta”)

15  culoare[radacina[T]| <— negru
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Arbori red—black: analiza inserarii

Conditiile ce trebuie Tndeplinite de arborele de cautare pentru a fi
red—black:

1. Fiecare nod e fie rosu, fie negru

2. R3d3cina este neagra

3. Fiecare frunzg (NIL) este neagra

4. Daca un nod este rosu, atunci ambii sdi fii sunt negri
5

. Orice drum simplu de la un nod la orice frunz3 descendenta a
sa are acelasi numar de noduri negre

» Proprietatile 1, 2, 3, 5 se pastreaza prin inserare si apel de
RN-Corecteaza
> ex: proprietatea 5 se pdstreazd deoarece nodul inserat (rosu)
Tnlocuieste o santineld neagra si va avea doi copii santinela —
deci negri

» Proprietatea 4 este scopul ciclului while din procedura
RN-Corecteaza

Arbori red—black: exemplu de inserare

Exemple de inserare a unui nod in arborele de cdutare: nodurile gri
deschis reprezinta noduri rosii. Nodurile NIL nu sunt reprezentate.

Q. O : ] 1)
r."“yl/ -I,’R'\ . P
@ O o ©0
™
@

Ts)

Figura: Dupd inserarea nodului z: Figura: z si parintele sdu sunt rosii,
atat z cat si parintele sau sunt rosii, dar unchiul lui z este negru.

deci se incalcd proprietatea 4. Deoarece z este copil drept, mergem
“Unchiul” lui z este rosu si mergem pe cazul 2 din pseudocod.

pe caz 1 din pseudocod.
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Arbori red—black: exemplu de inserare

@ I I @ @
SO : w @ O o Q.
o O ® (is)

Figura: Arbore red—black; se
Figura: Ca la cazul anterior, dar cu resepctd toate proprietatile cerute.
z copil stang. Urmeaza cazul 3:
recolorare si rotatie.

Arbori red—black: complexitatea inserarii si stergerii

» Inserarea propriu-zisa se face pe un arbore red—black de
adancime O(log, n).

» Eventuala corectare a colorarii se face printr-un ciclu while
care sare de la nodul z inserat catre radacind, cel putin cu un
nivel la fiecare iteratie; la fiecare pas se face un numar de
operatii in O(1) = corectarea colordrii are complexitatea

O(log, n).

> A se vedea anexa 2 pentru pseudocod

» Complexitatea este O(log, n)
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B-arbori - descriere

» Arbori de cautare balansati

» Lucreaz3 eficient cu date aflate pe medii de stocare lente (e.g.
hard disk)
» Scop: minimizarea costului total datorat operatiilor de
intrare—iesire
» Exemplu de utilizare: indexarea in baze de date
» datele nu pot fi incarcate in totalitate Tn memoria RAM
» accesul la disc este costisitor d.p.d.v. al timpului
» Similari cu arborii red-black, dar un nod poate avea foarte
multi copii
> se reduce drastic adancimea unui arbore — numar mic de
operatii de intrare—iesire cu discul

» complexitatea operatiilor pentru un B-arbore cu n noduri:
O(log n), cu baza logaritmului un numar mare

» Costul operatiilor se raporteaza in functie de numarul de
accese la disc si timpul procesor

B-arbori - exemplu

[Bcl[Fc||[v k] [Nr][rs]|[vw][¥Zz]

Figura: B-arbore avand drept chei litere.

» Un nod intern cu p chei are p + 1 noduri copil
» Toate frunzele sunt la acelasi nivel

» In figurd: nodurile cu culoare deschisa sunt parcurse in
cautarea literei “R”
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B-arbori - elemente specifice

» E posibil ca daca se doreste s3 se acceseze un nod, acesta s
nu fie prezent Tn RAM, caz n care se Tncarca prin acces la disc

» Modificarea continutului unui nod va cere scrierea lui pe disc
la un moment dat

> In aceastd structurd de date, doar o parte din nodurile
arborelui sunt incarcate in RAM
» De reguld nodul rad3acind e permanent prezent in RAM
» Spre deosebire de alte structuri de date, operarea se poate face
chiar daca B-arborele nu Tncape in RAM, dar continutul macar
al unui nod poate fi incdrcat oricand

B-arbori - definitie |

Proprietatile unui B-arbore
1. Fiecare nod x are urmatoarele campuri:

1.1 n[x], num3rul de chei memorate in x

1.2 cele n[x] chei, ordonate nedescrescitor:
cheiei[x] < cheies[x] < --- < cheienp[X]

1.3 valoarea logicd frunza[x]: adevarat dacd x e nod frunz3g, fals
altfel: un nod x ce nu e frunza este nod intern

2. Dacd x e nod intern, atunci mai are n[x] + 1 referinte catre fiii
lui c1[x], calx], ...\ cnpq4lX]
3. Cheile dintr-un nod separa domeniile de chei din fiecare

subarbore al nodului; pentru k; cheie oarecare din subarbore
cu raddcina ¢i[x], avem:

ki < cheiei[x] < ko < cheiex[x] < --- < cheie,,[x] [x] < k,,[X]H
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B-arbori - definitie (cont.)

4. Fiecare frunza se afl3 la aceeeasi adancime, ceea ce d3
Tnaltimea h a arborelui

5. Numdrul de chei este limitat inferior/superior: pentru un
t > 2 numit gradul minim al B-arborelui avem ca:

» fiecare nod (posibil cu exceptia rad3cinii) trebuie s3 aiba cel

putin t — 1 chei; daca arborele e nevid, radacina are cel putin o
cheie

» fiecare nod poate sa contind cel mult 2t — 1 chei

» Un nod cu maxim de chei se numeste plin

» Consecinta directd: orice nod intern diferit de radacina are
Tntre t si 2t noduri copil.

> in practica eficienta acestei structuri este datd de t > 2

B-arbori - alt exemplu

radacina[T]

1 nod, 1000 de chei

1001 noduri,
1001000 chei

1001

1002001 noduri,
1002001000 chei

Figura: Un B-arbore de indltime 2 contine peste 1 miliard de chei.
Fiecare nod contine 1000 de chei. Numarul din interiorul fiecarui nod x
este num3rul de chei, n[x].
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Indltimea unui B-arbore

Teorema

Pentru n > 1, un B-arbore T cu n chei de inaltime h si gradul

minim t > 2 avem cd h < log, ’”2'1

Demonstratie: Daca avem un B-arbore de adancime h cu gradul
minim t > 2, numarul minim de chei pe care 1l poate contine se
obtine pentru cazul Tn care:

» radacina are o cheie
» fiecare nod diferit de r3dacina are num3arul minim de chei,
t—1

(a se vedea figura de pe slide-ul urmdtor, pentru h = 3). Avem deci
1 nod radacina, 2 noduri de adancime 1, 2t noduri de adancime 2,
2t% noduri de adancime 3, ..., 2t'~! noduri de adancime i

(inductie matematicd). Pentru un astfel de arbore numarul de chei

ho .
continute este minim, deci n > 1+ (t — 1) Y 2t'"1 = 2¢t" — 1 de
i=1
unde se deduce majorant pentru h.

Inaltimea unui B-arbore

radacina[T] adancimes mumarul de
noduri

(=]
13

i 38 v = e e 0 v S v R

Figura: B-arbore de Tnaltime 3 cu numar minim de chei. In fiecare nod
este trecut numarul efectiv de chei.
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Cautarea n B-arbore

» Similard cu cautarea Tn arbore binar; la fiecare nod x trebuie
verificate Tnsd n[x] chei, eventual se trece intr-unul din cele
n[x] + 1 noduri copil

» Procedura Cauta-B-Arbore:

» date de intrare: x - nodul de unde se efectueaza cautarea, k -
cheia cautata

> iesire: NIL daca cheia nu se gdseste Tn arbore, altfel perechea:
y - un nod care contine cheia, i - indicele lui kT y

Cautarea n B-arbore

Cauta-B-Arbore(x, k) o S

© 00 ~NO Ol WiN B~

[EY
(@]

M

L

D.H QT .X
1 s
while i < n[x] si k > cheie[x]
I i+1
if i < n[x] and k = cheie;[x]
then return (x, i)
if frunza[x]
then return NIL
else
Citeste-disc(ci[x])//dacd nodul ¢;[x] nu e in memorie
return Cauta-B-Arbore(ci[x], k)
» Cine este parametrul x dat pentru primul apel?
» Complexitate: numarul paginilor accesate este
O(h) = O(log; n); cum n[x] < 2t, timpul consumat pentru
instructiunile barometru 2-3 este O(t) si deci timpul CPU este
O(th) = O(tlog, n)
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Construirea unui B-arbore: construirea unui arbore vid

Creeaza-B-Arbore(T)
x < Aloca — Nod()
frunza[x] <— adevarat
n[x] <0
Scrie-Disc(x)
radacina[T] < x

Cl W N =

» Complexitate: O(1), atat pentru operatii cu discul si timp
CPU

Construirea unui B-arbore: divizarea unui nod plin

» Nod plin y: nod care are 2t — 1 chei < n[y] =2t —1

— —

P ~
T X Tw g
i - g
L P
L ER TR T}

£

x R x 5§ % 8
N S W

:

7=C52 [X]

y=t; {x]
|\P|Q|R|S|T\U\v\‘

NNy

Tl Tg T3 T4 T5 Tf, T7 Tg T] T2 T3 T4 T_; T5 T7 Tg

Figura: Divizarea unui nod plin (t=4). Nodul plin y este divizat in y si z,
iar cheia mediand S este mutatd in x, parintele lui y.
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Construirea unui B-arbore: divizarea unui nod plin

» Situatia poate aparea la inserare de cheie
» Presupunand ca nodul parinte al lui y nu e plin — procedura
de inserare va asigura acest lucru — divizarea se face astfel:
> cheie;[y] — valoarea median3 a cheilor — urc3 n p3rintele lui y,
presupus (de fapt: sigur!) neplin
> ultimele t — 1 chei din y se duc intr-un nod frate al lui y,
anume construit la acest pas
» nodul y ramane doar cu primele t — 1 chei din cele initiale

Construirea unui B-arbore: divizarea radacinii

» Daca nodul y nu are pdrinte, atunci se creeaza un parinte al
sau cu cheia = cheiet[y]

» Acesta e singurul mod de crestere a adancimii B-arborelui

radacina[T]
\ F r N
lAlDlFlHlLlNiPl lAlDlFl |lLlNlPl|
T T, T T, Ty Tg T; Ty T, Ty T, I5 Ty T; Ty

Figura: Divizarea unui nod radicing plin (t=4).
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Construirea unui B-arbore: divizarea unui nod y = ¢j[x]

Divide-Fiu-B-Arbore(x, i, y) » Timpul CPU este @(t),
1 z <« Aloca— Nod() datorita ciclarilor din liniile
2 frunzaz] + frunzaly] o7 . .
3 e et1 4-5 si ZA8 (.celelalte iteratii
4 forj+ 1,t—1 ruleazd in timp O(t))
5 cheiej|z] < cheieji+[y] ..
6 if frunz;[y] = falsthjen > Sunt 3 € O(l) operatii de
7 for j=1¢ lucru cu discul
8 cilz] < cj+ely]

9 nly]«t—1
10 forj <« n[x]+1,i+1,—-1
1 ¢j+1[x] < ¢lx]
12 C,‘+1[X] — z
13 for j < n[x],i,—1
14 cheiej1[x] < cheiej[x]
15 cheie;[x] < cheie:[y]
16 n[x] < n[x]+1
17  Scrie-Disc(y)
18 Scrie-Disc(z)
19 Scrie-Disc(x)

Inserarea unei chei intr—un B-arbore

» Se executa ntr-o singura parcurgere, de la radacind catre
frunze
» Cazuri: rad3cina este plind sau nu

Insereaza-B-Arbore(T, k)

1 r < radacina[T]

2 if n[r] =2t —1 then //radacina e plina

3 s < Aloca — Nod()

radacina[T] < s

frunza(s] < fals

n[s] <0

cifs] <« r

Divide-Fiu-B-Arbore(s, 1, r)
Insereaza-B-Arbore-Neplin(s, k)//acum sigur rad.
//nu mai e plina

O© 00 N O O >

10 else
11 Insereaza-B-Arbore-Neplin(r, k)
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Inserarea unei chei intr—un B-arbore (cont)

Insereaza-B-Arbore-Neplin(x, k)

1 i<+ n[x]

2 if frunza[x]

3 while i > 1 and k < cheiej[x]

4 cheiej1[x] < cheie[x]

5 i+—i—1

6 cheiej11[x] < k

7 n[x] < n[x] +1

8 Scrie-Disc(x)

9 else
10 while i > 1 and k < cheie;[x]
11 i<—i—1
12 i<—i+1
13 Citeste-Disc(c;[x])
14 if n[ci[x]]=2t—1
15 Divide-Fiu-B-Arbore(x, i, ¢i[x])
16 if k > cheiej[x]
17 i—i+1
18 Insereaza-B-Arbore-Neplin(c;[x], k)

Inserarea

Liniile 3-8 trateaza cazul n
care x este frunza

Din modul de lucru al lui
Insereaza-B-Arbore-Neplin si
Insereaza-B-Arbore,
garantat x nu e plin

Daca x nu e frunz3,
inserarea se face cautand un
nod frunza adecvat pentru k

Numarul de accesari de disc:
O(h)

Timpul total CPU:

O(th) = O(tlog, n)

unei chei Tntr—un B-arbore: exemplu

() Se sereaza L

() Se insereaza F
C,G.M]

A8 |[DEF]

Figura: Inserare de chei intr-un B-arbore cu t = 3 - diverse situatii.
Nodurile colorate mai deschis sunt cele modificate.
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Stergerea unei chei intr—un B-arbore: schita

Se cere stergerea cheii k din subarborele de radacina x

Posibil ca nodul din care se sterge sa ramana cu mai putin de
t — 1 chei

Se efectueaza manevrd de fuziune (inversa divizarii) prin care
o cheie este coborata

Dacd prin aceastd manevra rddacina ramane fard nicio cheie —
deci cu un singur fiu — ea e stearsd si acest fiu devine noua
radacina

Detalii: anexa 3, slide 8 si urmatoarele

Kd-tree

>

Arbore binar care partajeaza spatiul in celule din ce Tn ce mai
mici

Separarea celulelor se face prin hiperplane, perpendiculare pe
axele de coordonate

Descompunerea este de tip ierarhic, Tntr-o maniera recursiva

Pentru figura de mai jos: care este prima dreaptd (presupusd
verticald) de separare trasata?

Figurd: Impartirea multimii de

Figura: Multimea initiald de puncte
n spatiul bidimensional.
Hiperplanele de separare vor fi in
acest caz drepte, perpendiculare pe
axele Ox si Oy.

puncte. La fiecare pas se alege cate
un punct, se traseazad o dreapta de
directie diferitd fata de cea de la

pasul anterior. Multimile ramase se

o .
NrAracan7A raciivcinvg



Kd-tree

» Utilitate: cdutarea rapida a punctelor sau a regiunilor, chiar cu
specificatii partiale:
» valori precizate doar pentru unele dimensiuni, sau
» valori ce satisfac inegalitati
» Punct de plecare: o multime de puncte k-dimensionale
» Rezultat: un arbore binar — un kd-tree — care are cate un nod
asociat fiecarui punct
» Pentru un nod P din arbore avem campurile:

> cheieg(P), . .., cheiex_1(P) sunt valorile pentru cele k
dimensiuni ale lui A
> discriminator(P) € {0, ..., k — 1} — care este criteriul

(dimensiunea, directia) dup3 care se face impartirea in P
» stanga(P), dreapta(P) — referinte catre nodurile fiu stang
respectiv drept

Kd-tree

» Conventie: toate nodurile S din subarborele stang al lui P au
Cheiediscriminator(s ) < Che’.ealiscriminator(P )

» Analog: toate nodurile D din subarborele drept al lui P au
Cheiediscriminator(D) > Cheiediscriminator(P)

» Cazul cheilor egale: va urma

(0,100) (100,200)

B(40,85) !
1

F(70,85)

B(10,70) muu;mm.r

(10,603

Al50,50)

4 jms,m
I

|
- l — (100,0)

Figura: Puncte Tn spatiul
bidimensional, cu coordonate
precizate.

0,0

K —-

Figura: Kd-tree pentru punctele din
figura alaturata. Nodurile marcate
cu patrare sunt NIL.
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Kd-tree

» Toate nodurile de pe un nivel au acelasi discriminator

» Nodul radacina are discriminatorul 0, nivelul 1 are
discriminator 1 etc, nivelul kK — 1 are discriminatorul k — 1,
nivelul k are discriminatorul 0 — se cicleaza modulo k

» Functia succesor(P, Q) pentru un nod curent P si o valoare
ce se cautd Q returneazs fie stanga(P), fie dreapta(P),
corespunzator directiei in care trebuie sa se continue c3utarea
lui Q

» Cazul cheilor egale cheiej(P) = cheiej(Q), unde 0 < j < k—1
este indicele de discriminare:

> se defineste supercheia S;(P) a lui P ca S;(P) =
cheiej(P)cheiej11(P) ... cheie,_1(P)cheiey(P) ... cheiej_1(P)

» dacd Sj(Q) < Sj(P) atunci succesor(P, Q) returneazd
stanga(P), dacd S;(Q) > S;(P) atunci dreapta(P) altfel o
valoare speciala care sa indice egalitate

Kd-tree

» Un nod Q este j—mai mic decat P daca succesor(P, Q)
returneaza stanga(P); analog se defineste j—mai mare
(j = discriminator(P))

» Algoritmul de inserare preia un kd—tree T si un nod P, pentru
care doar cheile sunt setate

» Daca nod cu aceeasi cheie exista deja in T, atunci se
returneaza referinta la el; altfel, se insereaz3 si se returneaza
NIL
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Kd-tree: inserare

Kd-Insereaza(T, P)
1 if radacina(T) = NIL  then

2 radacina(T) «+ P
3 stanga(P) < dreapta(P) < NIL
4 discriminator(P) + 0
5 return P
6 else
7 Q < radacina(T)
8 repeat
9 if cheie;(P) = cheie;(Q) V0O < i< k-1
10 then return Q
11 else
12 fiu( Q) « succesor(Q, P)//fiu este st. sau dr. pentru Q
13 if fiu(Q) = NIL then
14 fiu(Q) + P
15 stanga(P) <+ dreapta(P) < NIL
16 discriminator(P) = (discriminator(@Q) + 1) mod k
17 else Q « fiu(Q)

Kd-tree: inserare si cautare

» Comportamentul pentru inserare: la fel ca la arborele binar de
c3utare, cu valori furnizate Tn ordine aleatoare

» Pentru cautarea unui nod Tntr—un kd-tree cu n noduri numarul
mediu de noduri vizitate este aproximativ
1.386 log, n € O(logan) (vezi [2])

» Tipuri de interogari:
> de tip intersectie:

{P|cheies(P) = 7} sau {P|1 < cheie;(P) <5 si 2 < cheie,(P) < 4}

> de tip “cea mai buna potrivire” — e.g. cel mai apropiat vecin al
lui P
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Kd-tree: cautare cu potrivire exacta

» Se cautd un punct P pentru care valorile fiecarei chei sunt
specificate

» Se modifica algoritmul de inserare pentru a face doar
comparatii de chei si eventual coborare in arbore

> Algoritmul Tn pseudocod: tema

» Daca acesta e singurul tip de interogare care se face, o tabela
de dispersie este mai eficienta

Kd-tree: cautare cu potrivire partiala

» Valorile sunt specificate doar pentru o parte din chei

» Se cere gdsirea punctelor: {P|cheies,(P) = vs,} unde
{s1,...,se} C{1,...,k},t < k, vs, sunt valori precizate
> Algoritm de cdutare recursiv:
» pentru fiecare apel se furnizeazd ca parametru un nod P
> pentru P se verificd daca satisface conditiile
cheies,(P) = vs,,Vi = 1,...,t; dacd da, atunci se returneaz3
> altfel: dacd discriminant(P) =s € {s1,...,s:} se continug
c3utarea recursiv in subarborele sting (pentru vs < cheies(P)),
n subarborele drept (pentru vs > cheies(P)), in amandoi
subarborii (pentru vs = cheies(P)).
> dac3 discriminant(P) ¢ {s1,...,s:} atunci se va face ciutarea
in ambii subarbori ai lui P

» Observam c3 se poate returna o multime de noduri ce au
egalitate de valori pe dimensiunile s;
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Kd-tree: cautare cu potrivire partiala

» Complexitate: dac3 arborele este “ideal” — i.e. numarul de
noduri n este 2" — 1 si toate frunzele apar pe nivelul kh —
atunci numarul maxim de noduri vizitate este (vezi [2]):

(£ +2)2¢-t1 1]

k—t
Vint) = S s [(n+1) © 1

Kd-tree: cautare de puncte din regiuni

v

Problema: se cere determinarea tuturor punctelor care se
gasesc Tntr—o regiune

v

Regiunea e specificatd ca un vector de marginire cu 2d
elemente

v

Cele 2 interogari anterioare sunt cazuri particulare ale acesteia
Algoritm: [2], pagina 514

v
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Kd-tree: optimizarea arborilor

» Scopul optimizarii: obtinerea unui arbore cat mai echilibrat

» Formal: pentru orice nod, diferenta de adancime intre
subarborele s3u stang si cel drept sa fie cel mult 1

» Intrare pentru algoritm: o lista de puncte A si un
discriminator 0 < J < k —1

> lesire: un arbore optimizat T, cu
discriminant(radacina(T)) = J

» Strategie: divide et impera + determinare de median3

Figurd: Divizare echilibratd (optimald) a spatiului.

Kd-tree: construirea de arbori balansati

Contruire-Balansata(A, J)

1 if Aevid then
2 return NIL
3 P <« J-mediana lui A
4 Astanga < {a € Ala este J—mai mic decat P}
5  Adreapta < {a € Ala este J-mai mare decat P}
//nr. de elemente din Astnga diferd de cel al lui Agreapta cu cel mult 1
6 discriminant(P) < J, M < (J+1) mod k
7 stanga(P) < Contruire — Balansata(Astanga, M)
8 dreapta(P) < Contruire — Balansata(Adreapta, M)
9 return P

» Complexitate: depinde de modul de determinare a medianei din linia 3;
daca se foloseste algoritm liniar, atunci:

T(n) =2T(n/2)+ cn € ©(nlog, n)

> Ce complexitate are algoritmul dac3 la pasul 3, la fiecare nivel se foloseste
un algoritm de sortare si apoi se alege elementul din mijloc?
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Exercitii

1. Pentru structurile de date din acest curs, care sunt tipurile de
date sau bibliotecile care contin implementari pentru ele?
Cautati variante pentru C4++, Java, Python. Alcdtuiti o
scurta descriere a lor — ex: daca implementeaza exact
structurile de date prezentate sau au particularitati,
eventualele restrictii legale sau tehnice, eventuala eficientd
masurata prin teste.

2. Scrieti un algoritm care s3 returneze cel mai apropiat vecin
pentru un punct dat, plecand de la kd-tree. Punctul pentru
care se cauta vecinul se gaseste in arbore.

Adresarea deschisa

» Toate elementele sunt memorate in tabel3, nu ~ in liste
externe

» Factorul de Tncarcare a nu poate depasi 1

> Daca exista coliziuni la inserare se cauta alte locatii libere
pentru obiectul curent = se fac probe (incercdri) succesive

» Sirul de pozitii Tn care se cauta alternative depinde de cheia ce
se insereaza

» Functia de dispersie considerata include numarul de Tncercare:
h:Ux{0,1,...,m—1} — {0,1,...,m—1}

» Secventa de verificare pentru c3utare (de cheie sau de pozitie
disponibild pentru inserare):

< h(k,0), h(k,1),... h(k,m—1) >
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Adresarea deschisa

DISPERSIE-INSEREAZA( T, k) Di1SPERSIE-CAUTA( T, k)

1 i+ 0 1 i<+ 0

2 repeat j < h(k,1) 2 repeat

3 if T[j] = NIL 3 J < h(k,i)

4 then T[j] + k 4 if T[j]=k

5 return j 5 then return j

6 else j+i+1 6 [+ i+1

7 until i = m 7 until T[j] = NIL ori=m
3 error depasire tabela 8 return NIL

Adresarea deschisa

v

Stergerea: dificila

» Daca am seta la NIL locatia j golita, la o cautare s—ar putea
raporta in mod eronat ca tabela nu contine cheia k, pentru
cazul in care pozitia actuald a lui k este h(k, ") si 3i < i":
h(k,i)=j

» Alternativa: se marcheaz3 locatia j cu o valoare “STERS”

care sa arate c3d s—a facut stergere

» Se modificd doar Dispersie-Insereaza pentru a permite
inserarea intr—o locatie din care s—a sters
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Adresarea deschisa: moduri de verificare

v

Folosim functiile de dispersie h'(-), hi(:), h5(+)

Verificare liniara:

v

h(k,i) = (W (k,i)+i) mod m

v

Verificare patratica:

h(k,i) = (K (ki) + c1i + c2i®)  mod m

v

Dispersia dubla:

h(k,i) = (hy(k) + ih5(k)) mod m

Adresarea deschisa: complexitate

Teorem3d ([1], pag. 274)

Pentru o tabeld de dispersie cu adresare deschisa si factor de
Tncarcare o < 1, numdarul mediu de probe intr-o c3utare fard

succes este cel mult 1/(1 — «), in ipoteza dispersiei uniforme?.

Teoremd ([1], pag. 275)

Pentru o tabeld de dispersie cu adresare deschisd si factor de
Incdrcare o < 1, numarul mediu de probe ntr—o inserare este cel
mult 1/(1 — «), n ipoteza dispersiei uniforme.

!Dispersie uniform3: secventa de probe pentru fiecare cheie poate produce
oricare din cele m! permut3ri ale multimii {0,1,...,m — 1} cu aceeasi
probabilitate.
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Stergerea unei chei dintr—un arbore red-black (1)

» Functia RB-Transplant este utilizatd pentru a Tnlocui
subarborele avand ca radacina pe v cu subarborele cu
radacina v

RB-Transplant( 7, u, v)
if plu] = nil[T]
radacina[T] < v

else if u == stanga[p|[u]]
stanga[p[u]] + v

else dreapta[p[u]] < v
plv] < plu]

SO N

Stergerea unei chei dintr—un arbore red-black (2)

RB-Sterge(T, z)
1 y+z
2 culoare — originala — y < culoarely]
3 if stangalz] = nil[T]
4 x + dreapta|z]
5 RB-Transplant(T, z, dreaptalz])
6 else if dreaptalz] = nil[T]
7 x <+ stanga|z]
8 RB-Transplant(T, z, stangalz])
9 else y < Minim — Arbore(dreapta|z])
10 culoare — originala — y < culoare[y]
11 x < dreaptaly]
12 if ply] =2z
13 plx] vy
14 else RB-Transplant(T, y, dreaptaly])
15 dreaptaly] < dreaptalz]
16 parinte[dreaptaly]] < y
17 RB-Transplant(T, y, dreaptaly])
18 stangaly] < stanga|z]
19 parinte[stangaly]] < y
20 culoarely] < culoare|z] if culoare — originala — y = negru
21 Corectie-Stergere-RB(T, x)
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Stergerea unei chei dintr—un arbore red-black (3)

Corectie-Stergere-RB(T, x)

while x # radacina[T] and culoare[x] = negru
if x == stanga[p[x]]
w < dreapta[p|[x]]
if culoare[w] = rosu
culoare[w] < negru //caz 1
culoare[p[x]] < rosu //caz 1
Roteste-Stanga(T, p[x]) //caz 1
w < dreapta[p[x]] //caz 1
if culoare[stanga[w]] = negru and culoare[dreapta[w]| = negru
culoare[w] < rosu //caz 2
x ¢ p[x] //caz 2

else if culoare[dreapta[w]] = negru
culoare[stanga[w]] < negru //caz 3
culoare[w] < rosu //caz 3
Roteste-Dreapta(T, w) //caz 3
w < dreapta[p[x]] //caz 3
culoare[w] < culoare[p[x]] //caz 4
culoare[p[x]] = negru //caz 4
culoare[dreapta|w]] = negru //caz 4
Roteste-Stanga(T, p[x]) //caz 4
X < radacina[T)] //caz 4

else la fel cala thedar interschimband “stanga” cu “dreapta”
culoare[x] < negru

Stergerea unei chei dintr—un arbore red-black (4)

noul x = radacina[T]

Figurd: Cele 4 cazuri tratate in cadrul algoritmului
Corectie-Stergere-RB.
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Stergerea unei chei dintr—un B-arbore (1)

Metoda de stergere ar fi Sterge-B-Arbore(x, k), cu x dat
initial ca radacina(T)
1. Daca cheia k este Tn nodul x iar x e nod frunza, se sterge k
din x
> Posibil ca n frunza sd ramanad mai putin de t chei, trebuie
facut transfer de cheie cdtre / dinspre un nod frate al frunzei
sau unire de noduri frate.

(@) Arborele initial /E‘i‘_
_— ‘-‘_“f‘_
C.GM

—

T
A B DEF JKLINO QRS uvv Y z

(h) Dupa stergerea Ini F //J:P_L‘_‘_‘_
ENe
A B D E J K L N O QR S u v Y z

Figura: Stergerea unuei chei din nod frunza, pentru un B-arbore cu
t = 3 si x = nod frunz3 care contine k.

Stergerea unei chei dintr—un B-arbore (2)

2. Daca cheia k este Tn nodul x si x nod intern:

a Daca fiul y care precede cheia k are cel putin t chei, se cauta
predecesorul k' al cheii k Tn subarborele de r3d3cin3 y; se sterge
k' si se Tnlocuieste k cu k', dup3 care se aplicd mai departe,
recursiv, aceeasi reguld

b Simetric, daca fiul z care succede cheia k in nodul x are cel putin
t chei

¢ Daca atét y cat si z au cate t — 1 chei, cele doud noduri
fuzioneaza: in y intrd k si toate cheile din z, dup3 care y va
contine 2t — 1 chei. Se sterge nodul z si recursiv se sterge cheia
k din y.
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Stergerea unei chei dintr—un B-arbore (3)

(a) Arborele inital /-\

=,
e
a ol
[ (o) [ e [ [

b} Se sterge M: apare cazul 2a
- W
il‘ ﬂil-,ll =
(o &] [vo] [vv]lrz]

———
VTL/
;eu i
Figurs: Stergere de cheie din nod interior, t = 3. in cazul (b) x e nodul
care contine cheile C, G, M; se aplica 2a: predecesorul L al lui M urca
pentru a lua locul lui M. in cazul (c) x se presupune a fi nodul cu cheile

C, G, L; este cazul 2c: coboram G pentru a produce nodul DEGJK si
apoi stergem G din frunza = cazul 1.

Stergerea unei chei dintr—un B-arbore (4)

3. Daca cheia k nu e prezentd in nodul x, se determind radacina
ci[x] pentru subarborele ce contine k (se presupune c3 cheia k
chiar se regSeste in B-arbore). Dacd cj[x] are numai t — 1
chei, se executd pasii 3a sau 3b pentru a se asigura numarul
minim de chei. Apoi se aplica recursiv procedura la fiul
potrivit al lui x.

a dacd ¢[x] are numai t — 1 chei, dar are un nod frate in stinga
sau Tn dreapta lui care are t chei, atunci are loc mutarea unei chei
din x Tn ¢;[x], apoi mutarea unei chei in x din fratele din stanga
sau dreapta lui ¢;[x]

b Daca ¢;[x] si toti fratii lui au cite t — 1 chei, fuzioneazd ¢; cu
unul din frati, ceea ce implicd mutarea unei chei din x Tn nodul
nou fuzionat ca si cheie median3.
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Stergerea unei chei dintr—un B-arbore (5)

Figurd: Cazul 3, t = 3. (b) Stergerea cheii D: cazul 3b, recurenta nu
poate s3 coboare din nodul CL deoarece are numai doud chei, deci P este
Tmpins in jos si prin fuzionarea lui CL cu TX se obtine nodul CLPTX;
apoi se sterge D in frunza = cazul 1. (b’) Se sterge rid3cina si in3ltimea
scade cu 1. (c) Stergerea cheii B: cazul 3a, C este mutat in vechiul loc al
lui B si E este mutat in locul lui C.
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Cursul nr. 5

COMPLEXITATE NP

Cuprins

Timpul polinomial

Verificari in timp polinomial
NP-completitudine si reductibilitate
Demonstratii ale NP-completitudinii

Enunturi de probleme NP-complete
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Probleme accesibile

> in general, problemele pot fi rezolvate in timp polinomial sau
nu:
1. probleme accesibile, timp de calcul polinomial (clasa P, timp
n O(n*), k € N este o constant)
2. probleme inaccesibile, timp suprapolinomial (zise NP
complete)
» problemele rezolvabile in timp polinomial necesitad in practica
un timp mult mai mic ca ©(n'%)

» problemele rezolvabile Tn timp polinomial cu ajutorul unui
model de calcul (pe masini seriale cu acces direct) pot fi
rezolvate polinomial pe orice alt model de calcul (pe o masina
Turing, de exemplu)

> clasa P are o serie de proprietati de inchidere:

1. compunerea a doi algoritmi polinomiali (rezultatul primului
este intrarea celuilalt) este un algoritm polinomial

2. daca un algoritm polinomial apeleaza de un numar constant de
ori subrutine polinomiale, algoritmul rezultat e de tip
polinomial

Probleme abstracte

» o problema abstracta este o relatie binara Tntre multimea
instantelor problemei si multimea solutiilor sale
» problema drumului minim este o relatie binara ce asociaza unei
instante, cuplul (G = (V, M), {a, b}) cu o solutie posibil3 - cel
mai scurt drum intre varfurile a si b
> o instanta a problemei poate avea mai multe solutii
» o problema de decizie este o problem3 abstracta ce are o
solutie de tipul da/nu
» problema drumului minim se poate reformula ca
(G =(V,M),{a, b}, k), k€ Z*, problema existentei unui
drum Tntre varfurile u,v € V de lungime cel mult k
» tipul de probleme la care se refera teoria NP-completitudinii
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> Tn general, problemele abstracte sunt de multe ori probleme de
optim; ele se transform3 Tn probleme de decizie prin
impunerea unei limite superioare, Tn cazul problemelor de
minim, sau a unei limite inferioare, pentru cele de maxim

» n practica, dacd o problem3 de optim este usor de rezolvat, la
fel este si problema de decizie asociata

» d.p.d.v. al NP-completitudinii, daca se demonstreaza ca o
problema de decizie este greu de rezolvat, atunci se poate
demonstra c3 si problema de optim asociatd este greu de
rezolvat

» daca pentru o problema de decizie usor de rezolvat, putem
rezolva problema de optim folosindu-ne de o succesiune finita
de probleme de decizie, Tnseamna ca putem rezolva problema
de optim de asemenea usor

Codificari
> instantele problemei abstracte sunt codificate pentru ca
masina sa poata lucra cu ele

» o codificare a unei multimi S de obiecte este o functie e ce
mapeazd fiecare obiect s € S intr-un sir binar, e : S — {0,1}*

» multimea numerelor naturale N = {0,1,2,3,4,...} poate fi
codificatd in multimea de siruri {0,1,10,11,100,...}

> e(23) = 10111

» poligoanele, grafurile, functiile, perechile ordonate, toate pot fi
codificate ca siruri binare

» o problema concreta este o problem3 ce are ca multime a
instantelor o multime de siruri binare
» un algoritm rezolva o problema concretd in timp O(T(n))

daca pentru orice instanta de lungime n a problemei,
algoritmul gaseste solutie intr-un timp cel mult O(T(n))

» o problema concretd este rezolvabila in timp polinomial
dac3 exista un algoritm ce gaseste o rezolvare ntr-un timp n
O(n*), k fiind o constant3
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» codificari
» codificarea Tn binar a lui 6 este 110
» codificarea in unar a lui 6 este 111111
» codificarea problemei influenteaza eficienta algoritmului de
rezolvare
> consideram un algoritm ce are timpul de executie in ©(k),
unde k este un numar Tntreg ce reprezintd intrarea algoritmului
> dacd numdrul este reprezentat unar, complexitatea este ©(n),
unde n = k este lungimea intrarii
» dacd numarul este reprezentat binar, lungimea intrarii este
n= |log k] + 1, iar complexitatea devine ©(k) = ©(2"), adic3
un timp exponential fata de lungime intrarii
> de reguld vom evita codificarea unard, consideratd 'costisitoare’

» o functie f : {0,1}* — {0,1}* este calculabila in timp
polinomial daca exista un algoritm Tn timp polinomial pentru
care, dandu-se intrarea x € {0, 1}, iesirea este f(x)

» doud codificari ale unei instante i a problemei e; (i), ex(/i) sunt
asociate polinomial daca existd doua functii fip, f>1
calculabile in timp polinomial pentru care fiz(e1(i)) = ex(i) si
f1(ex(i)) = ew(i)

» orice codificare Tntr-o baza b > 2 poate fi transformata intr-o
codificare ntr-o altd bazd d > 2 intr-un timp polinomial

» dac3 codificarea e;(Q) a instantelor problemei @ poate fi
rezolvatd Tntr-un timp polinomial, e;(Q) € P, iar e1(Q) si
e2(Q) sunt asociate polinomial, atunci si e;(Q) € P

» fiind asociate polinomial, exista un algoritm polinomial pentru
trecerea de la e(Q) la e1(Q)

> dar pentru codificarea e;(Q) avem un algoritm polinomial

» de remarcat ca, pentru schimbarea codificarii, lungimea
marimii cazului nu se schimba, va ramane tot n ordinul unui
logaritm de marimea cazului

> prin compunere, rezultd un algoritm de rezolvare pentru
codificarea e(Q) € P

» codificarea ne-unara a instantelor problemei nu modificd
natura polinomiald/suprapolinomiald a calculabilittii sale

» astfel, nu se mai face distinctie intre probleme abstracte si
probleme concrete
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Limbaje formale

> limbajele formale reprezintd un instrument facil pentru
exprimarea problemelor de decizie asupra codificarilor
» un limbaj L peste un alfabet ¥ este orice multime de siruri
formate cu simboluri din &
» ¥ =4{0,1}, L ={10,11,101,111,1011,1101,...}, L -
limbajul reprezentarii binare a numerelor prime
» limbajul tuturor sirurilor peste ¥ este notat cu L*
» [*={)\0,1,00,01,10,11,000,... }, unde X este sirul vid
» complementul lui L, L =¥*— L
> concatenarea limbajelor Ly si L, este limbajul
L= {X1X2 ‘ X1 € L1,X2 € Lz}
» inchiderea sau operatorul Kleene-star este limbajul
[*=AULUL?UL3U..., unde L¥ este limbajul obtinut prin
concatenarea limbajului L cu el Tnsusi de k ori

» multimea instantelor unei probleme @ este o submultime a lui
Y* unde ¥ = {0,1}

> mai precis, @ poate fi privitd ca un limbaj L peste ¥,
L={xeX"| Q(x) =1}, adicd acele siruri din limbaj
(instante) pentru care problema de decizie are un rezultat
afirmativ (1)

» de exemplu, problema de decizie a drumului determina limbajul
DRUM = {G = (V,M),{u, v}, k}, unde graful G = (V, M)
este un graf neorientat, u, v € V sunt cele doud varfuri intre
care exista un drum a carui lungime este cel mult k, cu k >0

» un algoritm A accepta un sir de intrare x € {0,1}* dac3,
pentru intrarea x, algoritmul da la iesire un raspuns afirmativ,
A(x)=1

> limbajul acceptat de algoritmul A este
L={xe€{0,1}*| A(x) = 1}, adicd multimea sirurilor pe care
le accepta

> un algoritm A respinge sirul x dacd A(x) =0

> nu e obligatoriu pentru un algoritm sa accepte sau sa respinga
un sir de intrare; de exemplu, el poate intra intr-o bucla infinita
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» un limbaj L este clarificat de un algoritm A dac3 fiecare sir ce
apartine limbajului este acceptat de A iar fiecare sir ce nu
apartine limbajului este respins de A

» un limbaj L este acceptat in timp polinomial de algoritmul
A dac3 exista o constanta k > 0 a.. pentru orice x € L de
lungime n, algoritmul 1l accept3 pe x intr-un timp O(n*)

» un limbaj L este clarificat in timp polinomial dac3d pentru
orice sir x € {0,1}* algoritmul decide Tn mod corect dac3
x € L intr-un timp O(n*), unde k este o constant

» exemplu: limbajul DRUM poate fi acceptat in timp polinomial
» un algoritm poate functiona astfel:
> gaseste cel mai scurt drum dintre u si v prin cdutarea in I3fime
> compara lungimea gasita cu k
> dac3 distanta este cel mult k, algoritmul intoarce 1 si se
opreste
» altfel, intra Tntr-o bucl3 infinita
» algoritmul accepta limbajul DRUM in timp polinomial, dar el
nu poate clarifica limbajul DRUM, deoarece nu returneaza 0
dacad cel mai scurt drum este mai mare decat k
> totusi, pentru limbajul DRUM, este usor de proiectat im
algoritm ce 1l clarifica

» clasa de complexitate se defineste ca multimea limbajelor
L € ©* pentru care algoritmul ce clarifica limbajul L are o
anumita complexitate

» clasa aloritmilor polinomiali P este data de multimea
limbajelor L, unde L este un limbaj ce este acceptat de un
algoritm Tn timp polinomial

» fie A un algoritm ce accepta L in timp polinomial

> exista o constanta ¢ pentru care A accepta L n cel mult
T = cn” pasi

» construim un algoritm A’ care simuleaza actiunile realizate de
A pentru T pasi

» daca dupa T pasi A se termind cu acceptare, A’ va intoarce si
el cu acceptare

» n caz contrar, A’ va opri simularea algoritmului A si va
respinge instanta problemei

» astfel, am construit un algoritm care clarifica, in timp
polinomial, limbajul L, pornind de la un algoritm care accepta
L Tn timp polinomial

> clasa limbajelor acceptate Tn timp polinomial este aceeasi cu
clasa limbajelor clarificate in timp polinomial
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Masina Turing

Finite
state

control

Tape Read-write head

» MT formalizeaz3d notiunea de algoritm
» Masina Turing (MT) este cuplul TM = (¥, Q, f,#, qo),
unde:
> 3 este alfabetul simbolurilor ce pot fi scrise pe banda MT
> @ este un set finit de stari
> functia de tranzitie f : ¥ X Q — X x Q x {left, right, —},
care, conditionata de simbolul si starea curenta determina
Tnscrierea simbolului pe pozitia curentd a capului, starea
urmatoare si comanda avansul (sau nu) al capului de
citire/scriere (left/right/st3 pe loc)
> # € ¥ este simbolul ce delimiteaza locatiile utile ale benzii
> o € Q este starea initiald a automatului

Adunarea numerelor

> pentru fiecare problem3 va trebui compus un alt algoritm de
functionare (automat cu st3ri)

> reprezentarea unui numar pozitiv n in unar constd din n+ 1
cifre de 1 delimitate de zerouri

> reprezentarea numarului 3 pe banda MT este #0111104, a
[ui O este #0104

» calculul se termina cand MT se afl3 intr-o stare final3,
rezultatul pe band3d iar capul de citire/scriere indicd prima
cifrd a numarului

» consideram c3 initial pe banda se afla cele doua numere,
#@111011110#, capul de citire/scriere aflindu-se in dreptul
primului 0
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Automatul MT pentru adunare

f(qo,0) = (qo,O R) #@111011110# {se citeste primul 0}

f(qo,1) =(q1,1,R) #011011110# {se gdseste primul 1}

f(q1,1) = (g1, 1, R) #011011110# {parcurge primul numar}
f(q1,0) = (q2,1,R) #0111@11110# {s-a gasit zeroul dintre numere}
f(q2,1) = (q2,1,R) #011111110# {parcurge al doilea numar}
f(go,0) = (qg,#, L) #011111111[0}# {suprascrie ultimul 0}
(g3, —) = (qa,#, L) #01111111## {suprascrie ultimul 1}
f(qa,—) = (gs,0,L) #0111111### {suprascrie penultimul 1}
f(gs,1) = (gs,1,L) #0111110### {cautd inceputul numarului}
f(gs,0) = (g6,0, —) # 0111111044+ {starea final}

f(g6, —) = (6,0, —)

Conversia unar-binar

(qo,0) =(q0,0,R) {citeste primul 0}

f(qo, 1) =(q1,1,R) {caut3 ultimul 0}

f(q1,1) =(q1.1,R)

f(q1,0) =(g2,0,L) {a gasit zeroul, merge invers}

(g2, —) = (g3, X, R) {pune X peste ultimul 1}

f(gs,s ##) =(g3,5,R) {sare succesiv}

f(q3, #) = (qa, #, L) {a gdsit #}

f(qa, 1) = (q4,0,L) {incrementeazd, in loc de 1 pune 0}
f(qa,s #1) =(gs,1,L) {se pune c.m.s. cifrd binard}

f(gs, X) = (g5, X, L) {se sare peste toti X-ii spre stanga}
f(gs,s #X) =(gs,s,—) {s-a gdsit un non-X}

f(ge,1) = (g3, X, R) {pune X peste acel 1, si repetd}
f(g6.0) = (g7, #,R)  {pune # peste primul 0}
f(gr,s#1) = (q7,#,R) {pune # pan3 la primul 1}

f(q7,1) =(qgs,1,L) {s-a gasit primul 1}

f(qgs, —) = (gs,0,—) {starea finald}
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Masina Turing si clasa P

» pentru ca MT s3 corespundd notiunii de algoritm, trebuie sa
se opreasca pentru fiecare sir al alfabetului, fie ca este
acceptat sau respins de acesta

» MT poate rezolva orice calcul ce poate fi programat pe o
masina conventionald (dar mult mai incet)

» o masina Turing M rezolva o problem3 de decizie folosind
program e(M) (automatul cu stari ce caracterizeazd MT)
daca acea masina M se opreste pentru orice sir din alfabetul
de intrare (definitie echivalentd cu acceptarea limbajului de
cdtre algoritmul ce defineste functionarea MT)

» clasa algoritmilor polinomiali din perspectiva MT este
datd de multimea limbajelor ce pot fi rezolvate de MT cu un
algoritm al cdrui numar de pasi este in ordin de timp
polinomial

Masina Turing Universala

> algoritmul MT trebuie definit pentru fiecare problema in parte

> ne-ar trebui o masind al carei algoritm s3 nu depinda de
problem3

> masina universald ar trebui sa interpreteze o reprezentare a
unei MT clasice stocatd pe aceeasi band3 (zona de program)

» Masina Turing Universala (MTU) este o masind Turing
U(e(M), T), T este banda MT iar e(M) este sirul
(programul) ce caracterizeaza MT, stocat pe aceeasi banda ca
si datele programului (sirul ce trebuie procesat)

» functia de tranzitie (programul) poate fi redus la un set de
perechi de forma:

f(qi, Tape = x) = (qj, v, ct)
f(qi, Tape # x) = (qk, z, cf)

unde gi,q; € Q, X,y,z € X iar ¢, ¢r € {left, right, -}
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» fiecare astfel de pereche va fi asociata cu o stare a
automatului, reprezentata ca o succesiune de tuple de forma:

&7 i, X,qj,Y,Ct, i, Z, Cf

unde & este simbolul ce indic3 Tnceputul specificirii starii g;

» banda MTU va fi divizata in doua sectiuni, una pentru sirul T
de procesat si alta pentru descrierea e(M) a MT ce trebuie
interpretatd (simulatd)

» fatd de MT, MTU va avea in plus un cap de citire/scriere ce
parcurge descrierea e(T) a MT si un registru R ce serveste
stocarii instructiunii curente

» R poate fi comandat s3 Tncarce sau nu instructiunea din ciclul
curent, si este folosit la cautarea pe banda a starii specificate
n instructiune

Problema opririi

> pentru o masind Turing M, se pune intrebarea dacd masina M
se va opri dupd un numar finit de pasi sau nu

» consideram c3 problema opririi este calculatda de o MTU si
Tntoarce 1 dacd masina M cu continutul initial al benzii T se
opreste, altfel Tntoarce 0:

H(e(M), T) = 1dacd M(T) se opreste
H(e(M), T) = 0dacad M(T) ruleazd indefinit

» Functia H(e(M), T) nu este calculabila.

> presupunem ca exista o MT H pentru orice descriere de MT si
pentru orice continut al benzii de intrare

» astfel, se poate realiza o MT G astfel incat pentru orice MT F,
G(e(F)) se opreste dacd H(e(G), e(F)) = 0, respectiv
G(e(F)) nu se opreste dacd H(e(G),e(F)) =1

» masina G este fezabild deoarece am presupus ca functia H e
calculabila
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> Tncercdm s3 vedem ce putem spune despre H(e(G), e(G)) -
punem masina sa lucreze pe propria ei descriere

> presupunem c3 H(e(G), e(G)) =1, atunci inseamn3 cd masina
G(e(G) se opreste, Tns3 prin ipoteza ficutd, masina se opreste
doar dacd H(e(G),e(G)) =0

> presupunem cd H(e(G),e(G)) =0, asta Tnseamnd cd masina
nu se opreste, dar plecind de la ipoteza ficutd, masina ruleaz3d
indefinit doar pentru H(e(G),e(G)) =1

» aplicarea functiei H la masina G genereaza o contradictie

» deoarece H este definita pentru orice descriere si pentru orice
continut al benzii, concluziondm c3 ea nu e realizabild

> nu existd un calcul prin care, dindu-se e(F) si T, sd aflam
daca acel calcul se poate face
» in general autoreferirea duce la paradoxuri
» afirmatia 'eu mint’, este adevarata sau fals3?

» foaie de hartie, fatda = 'prop. de pe verso e falsd’, verso =
'prop. de pe fatd este adevarata’

Teza Church-Turing

» teza Church-Turing: orice functie discreta ce poate fi
calculatd de o masina realizabild, este de asemenea calculabild
de catre o Masind Turing

» nu avem o dovada pentru ea

» doar un contraexemplu ar putea dovedi inconsistenta acestei
teze (nu s-a gdsit nici unul pand acum)

» modelul Masinii Turing a devenit un model de referinta pentru
calculabilitate

» calculabilitatea Tn sens Turing demonstreaza validitatea unui
model de calcul propus

» orice masina care poate executa functiile realizate de o MT
poate fi folositd pentru a implementa o Masina Universala
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Cicluri hamiltonieie

> presupunem c3, pentru o instantd datd (G, {u, v}, k) a
problemei DRUM, avem dat si un drum de la v la v
» verificarea se face foarte usor, nu va necesita un ordin de timp
mai mare decat ordinul de timp al problemei initiale
» clarificarea se face cu un algoritm polinomial

» ciclul hamiltonian al unui graf G = (V, M) este un ciclu
elementar care contine fiecare nod din V
» un graf este denumit graf hamiltonian daca contine un ciclu
hamiltonian
» dodecaedrul este un graf hamiltonian
» problema ciclului hamiltonian: pentru un graf G dat, sa se
determine daca graful este un graf hamiltonian

» un posibil algoritm de clarificare ar verifica fiecare permutare a
varfurilor G, daca este un ciclu hamiltonian

» dac3d n este numarul varfurilor, generarea tuturor permutarilor
este In Q(n!) = Q(2"), care este suprapolinomial

(a) (b)

» (a) un dodecaedru este un graf hamiltonian
> (b) un graf bipartit cu num3r impar de varfuri; orice astfel de
graf nu este hamiltonian

> este o problem3 NP completa
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Algoritmi de verificare

» dac3 ciclul hamiltonian este dat, verificarea corectitudinii
acestuia se face intr-un timp in O(n?)

» un algoritm de verificare A(x, y) verificd dacd, pentru o
instanta a problemei x, sirul y dat drept proba poate constitui
o solutie a problemei

» limbajul verificat de un algoritm de verificare A este
L={xe{0,1}* | existdy € {0,1} % pentru careA(x,y) =1}

» pentru un sir x ¢ L, nu exist3d nici o prob3 y pentru care
algoritmul de verificare A(x,y) =1

Clasa de complexitate NP

» vom considera ca un algoritm nedeterminist rezolva
problema deciziei in doua etape:
1. algoritmul 'ghiceste’ o structura S
2. se verificd dacd structura g3sitd S este o solutie pentru
problema initiald, Tntr-o manierd determinista, returnind fie
da/nu, fie rulind la infinit
> un algoritm nedeterminist rezolva o problem3 de decizie Q
dacd, pentru toate instantele x € {0,1}*:
1. daca x € L, atunci existd o structura S care, atunci cand este
"ghicitd’ pentru intrarea x, va determina A(x,y) =1
2. dacd x ¢ L, atunci nu exist3d nici o structurd S care s3
determine acest lucru
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clasa de complexitate NP este clasa limbajelor ce pot fi
verificate de un algoritm Tn timp polinomial
» problema deciziei ciclului hamiltonian este o problema NP
» dac3 o problem3d L € P, atunci L € NP, deoarece dac3 exista
un algoritm polinomial care clarificd L, atunci acesta poate fi
modificat Tntr-unul care accepta doar acele probe care sunt si
solutii ale lui L

» putem concluziona ca P C NP
problem3 deschisa: este P = NP sau P £ NP ?
intuitiv:

v

v

> clasa P este cea a problemelor ce pot fi rezolvate rapid
> clasa NP este cea a problemelor ce pot fi verificate rapid

Reductibilitate

x s ek ppen s,

I I
no, f(x)¢ L, no,x ¢ L,

A

» un limbaj L; este reductibil in timp polinomial la un limbaj
Lo dac3 exista o functie calculabild in timp polinomial
f . {0,1}* — {0,1}* astfel c3 oricare ar fi x € {0,1}*:

x € Ly dacd si numai dac3 f(x) € Ly

» inchiderea: dacd L1, Ly € {0,1}* sunt limbaje astfel c3 L;
este reductibil Tn timp polinomial la Ly, atunci daca L, € P
avemcasi Ly € P

» algoritmul se executd n timp polinomial deoarece atat f cat si
A se executa In timp polinomial
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NP-completitudine

NP @
>

» reducerea n timp polinomial arata c3 o problema este cel
putin la fel de dificild ca alta
» un limbaj L este NP-complet daca:
1. Le NP
2. oricare ar fi L’ € NP, L’ este reductibil in timp polinomial la L
> un limbaj este NP-dificil dac3 satisface numai cea de-a doua
din proprietatile de mai sus

» clasa NPC este clasa problemelor NP-complete

» dacd orice problema NP-completa este rezolvabild Tn timp
polinomial, atunci P = NP

» fie L € P o problem3 NP-complet3
» oricare ar fi L’ € NP, L’ este reductibild in timp polinomial la L
» atunci si acest L' € P

» deocamdata se crede cd P % NP

> nu s-a exclus varianta gasirii unui algoritm care sa rezolve o
problemd NP-completa in timp polinomial - s-ar demonstra ca
P = NP

» o demonstratie a faptului ca o problema este NP-completa
este acceptata ca dovada a inaccesibilitatii sale
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Satisfiabilitatea circuitului
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» un circuit este satisfiabil dac3 are o atribuire de adevar pe
variabilele de intrare care determina iesirea 1

> (a) circuitul este satisfiabil
> (b) nu exist3 nici o atribuire pentru care circuitul s3 fie
satisfiabil
» problema satisfiabilitatii circuitului: dandu-se un circuit
combinational logic format din porti AND, OR, NOT, este el
satisfiabil?

» problema satisfiabilitatii circuitului (CIRC-SAT) apartine clasei
NP.
> se poate imagina un algoritm A ce primeste la intrare, pe de o
parte descrierea polinomial3d a circuitului, ca functie de intrari,
iar pe de alta parte, o proba reprezentind valori ale intrarilor
circuitului
» algoritmul A de verificare se executd n timp polinomial
» avem c3 problema CIRC — SAT € NP
» pentru demonstrarea CIRC-SAT este NP-dificild, ne bazam pe
functionarea hardware-ului calculatorului

» o configuratie a calculatorului este datd de starea memoriei
la un moment dat

» putem vedea executia unei instructiuni ca o functie Tntre doua
configuratii

> partea hardware ce realizeaza aceasta functie ca un CLC,
notat cu M
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» problema satisfiabilitatii circuitului (CIRC-SAT) este
NP-dificila.

>

fie L € NP un limbaj; vom descrie un algoritm polinomial
pentru calculul functiei de reducere ce realizeaza
corespondenta dintre sirul x si un circuit C = f(x), astfel incat
x € L dacd si numai dacd C € CIRC — SAT

» deoarece L € NP, existd un algoritm polinomial A ce verifica L
> reprezentam calculele facute de A ca o serie de configuratii

(programul A, PC, intrarea x, proba y, workspace)

algoritmul are un numr de pasi in T(n) = O(n*), algoritm de
decizie (iesirea 0/1)

algoritmul de reducere construieste un singur CLC ce
calculeaz3 toate configuratiile - T(n) copii ale circuitului M
algoritmul de reducere construieste circuitul C = f(x) care

este satisfiabil daca si numai daca existd o proba y pentru care
Alx,y) =1
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> dacd existd o probd, circuitul calculeazd A(x,y) = 1, circuitul
furnizeaza iesirea 1, deci este satisfiabil

> invers, daca este satisfiabil, trebuie c3 exista o intrare y pentru
care circuitul returneazd 1, deci existd A(x,y) =1

» numdrul de biti ce reprezinta o configuratie e functie
polinomiald de n

» programul are lungime constant3

» algoritmul are O(n*) pasi, deci spatiul de memorie pentru A e
n ordin polinomial

» proba y este de lungime polinomiala

» circuitul C const3 in cel mult O(n*) copii ale lui M, iar M este
polinomial, depinzind de lungimea configuratiei

» constructia lui C din x se face Tn timp polinomial, fiecare pas
necesitd timp polinomial (num3r finit, polinomial, de pasi)

» cum orice problem3 se poate reduce la CIRC-SAT, iar
CIRC — SAT € NP, CIRC-SAT este NP-dificild

Demonstratii ale NP-completitudinii

> se poate realiza o metodologie de a arata ca un limbaj L este
NP complet fard a reduce fiecare limbaj din clasa NP la el
» Daci L este un limbaj astfel c3 exist3 un limbaj L' € NPC

care se reduce la el, atunci L este NP-dificil. Daca L € NP,
atunci L € NPC

» [’ € NPC, deci orice limbaj L” din NP se reduce la L’
» dar L’ se reduce la L
» deci orice limbaj L” € NP se reduce la L, deci L este NP-dificil
» va fi suficient s3 aratdam ca un limbaj L este in NP, c3 un
L' € NPC se reduce la el si c3 functia de reducere este
polinomiald, atunci L € NPC
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Satisfiabilitatea formulelor

> problema de satisfacere a unei formule logice
» instanta SAT este format3 din:

1. variabilele logice x1, xo, . . .

2. functii booleene cu una sau doud intrari si o singura iesire,
precum A (AND), V(OR), =(NOT), < (implicg), «<>(daca si
numai dacsg)

3. paranteze

» o atribuire satisfiabila este o multime de valori pentru care
evaluarea expresiei are rezultatul 1
((Xl — X2) \Y —|((—\X1 < X3) V X4)) N\ —Xo
are atribuirea satisfiabild
(X1 - 0,X2 - 0,X3 - ].,X4 - ].)

> algoritmul naiv poate verifica 2”7 combinatii de intrare

» (Teorema Cook) Problema satisfiabilitatii formulei logice
(SAT) este NP-complets.

» demonstram mai intdi cd SAT € NP si apoi c3 o problem3
NP-completd (CIRC-SAT) se reduce la ea

> pentru fiecare prob3 (colectie de valori x) formula se poate
evalua n timp polinomial, asadar SAT € NP

» dacd, pornind de la iesire, Tnlocuim fiecare poarta cu o functie
logica si apoi intrarile portii le Tnlocuim cu formule, putem
obtine cresterea exponentiald a formulei generate (dati un
exemplu)

> formula unei porti AND -x19 <> (x7 A X3 A Xg) - poate fi
descrisa de conjunctia dintre varibila ce reprezinta firul de
iesire si predicatul format de intrari
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» se obtine formula

X10 N\ (X4 > —\X3) A (X5 — (Xl V X2)) A (X6 — —|X4)/\
(x7 > (x1 Axa Axa)) A (xg <> (x5 Vx6)) A (X0 <> (X6 V x7))A
(Xlo — (X7 A Xg N\ Xg))

» formula se obtine n timp polinomial

» circuitul este satisfiabil dac3d si numai daca formula este
satisfiabila

> am ardtat c3 problema SAT se reduce Tn timp polinomial la
SAT-CIRC; mai mult, SAT € NP, deci SAT € NPC

Problema satisfiabilitatii 3-FNC

v

o serie de probleme NP pot fi demonstrate ca fiind
NP-complete prin demonstrarea reductibilitatii 3-FNC la ele

» O formul3 logicd se afld in forma normala conjunctiva(FNC)
dac3 este formatd prin conjuntia mai multor propozitii, fiecare
propozitie fiind formatd din disjunctia mai multor literali

» O formul3 logica se afld in a treia forma normala
conjunctiva(3-FNC) dac3 fiecare propozitie contine exact trei
literali distincti

(x1V=x1Vx) A3 Vx2Vxa)A(—x1Vx3Vxa)

> se cere s3 determindm dac3 o propozitie 3-FNC este
satisfiabila
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> Problema satisfiabilitatii formulelor logice 3-FNC este
NP-completa.
> Tncercdm sd reducem SAT (problemad NP-completd) la ea

» construim un arbore 'gramatical’ (fiecare nod va avea unul sau
doi fii)

((x1 < x2) V((—x1 <> x3) V xa)) A =x2

> la fel ca anterior, introducem o variabild y; pentru iesirea
fiecdrui nod intern

d=y1AN(y1 < (2Vx)) A2 < (B3Vy)) Ay & (< x))
A(ya < ys) A (s < (V6 V xa)) A (V6 <> (—x1 <> x3))

» se obtine o conjunctie de propozitii, fiecare dintre ele avind cel
mult trei literali

» fiecare propozitie ¢; va fi convertita apoi Tn FNC

» putem face tabelul de adevar pentru fiecare propozitie si, pe
baza zerourilor, s& scriem FND (forma normal3 disjunctiva,
SAU de Sl-uri) echivalent cu —¢;

1 =(y1 Ay2 Ax2) V (y1 Ay A x)V

=(
(1 A—ya A —=x2) V (—y1 A ya A —xz) cu relatiile lui de Morgan:
d1=(y1 Vy2 Voxo) A(my1 V ye V oxa) A
(1 VY2 V) Ay1 Vye V x)
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v

¢ ajunge s3 fie o conjunctie de propozitii de maxim trei literali
» fiecare propozitie de doi literali, / V |, se poate transforma Tn
(hV LV p)A(hVhLV-p), unde p este o variabild auxiliarg,
rezultatul nedepinzind de valoarea ei
» fiecare propozitie de un literal / poate fi scrisa ca
(IVpVa AV PV =g)A(IV=pVag)A(lV-pV—q)
» forma finald 3-FNC este satisfiabild daca si numai daca ¢ este
satisfiabila
» reducerea poate fi facutd Tn timp polinomial
1. se introduc variabilele corespunzitoare propozitiilor (’liniile’
circuitului)
2. constructia unei formule FNC echivalente introduce cel mult 8
propozitii pentru fiecare propozitie anterioara
3. la constructia formei finale se introduc cel mult 4 propozitii
» marimea formulei depinde, dup3d o form3 polinomiald, de
formula initiald
» asadar SAT se reduce in timp polinomial la 3-FNC
» de asemenea 3 — FNC € NP (o prob3 se verifica in timp
polinomial), deci 3 — FNC € NPC

Probleme NP-complete

» Problema clicii

> clica, intr-un graf neorientat G = (V, M), este o submultime
V'’ C V cu proprietatea c3 intre fiecare pereche de varfuri din
V existda o muchie in M - subgraf complet al lui G

» problema clicii consta n gasirea clicii cu cel mai mare numar
posibil de varfuri

» Problema acoperirii cu varfuri

> o acoperire cu varfuri a unui graf neorientat G = (V, M)
este o submultime V' C V cu proprietatea c3, dac3
(u,v) € M, cel putin unul din varfurile u, v face parte din V’
» o astfel de multime de varfuri acopera toate muchiile din G
» dimensiunea acoperirii este data de numarul varfurilor
continute
» problema acoperirii consta Tn determinarea unei acoperiri de
dimensiune minima
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Probleme NP-complete (2)

» Problema sumei submultimii
» pentu o multime finitd S C N si o tinta t € N, se cere
verificarea faptului c3 existd o submultime S’ C S pentru care
suma elementelor componente este t
» Problema ciclului hamiltonian
» Problema comis-voiajorului (TSP)
» parcurgerea ciclului hamiltonian de cost minim
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Cursul nr. 6

COMPLEXITATE PARALELA

Cuprins

Complexitatea paraleld

Modelul PRAM

Teza calculului paralel
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O problema de sortare

> algoritmul de sortare pe o masina secventiald pentru un caz de
marime n realizeaza un timp Tn O(n log n)
» am dori sa acceleram acest lucru folosind o masina paralela

» arhitecturad simpla

» colectie apreciabild de procesoare identice

> procesoarele pot citi/scrie dintr-o/intr-o memorie partajat3
pentru un cost constant

» masina are p(n) procesoare
» prima abordare, pentru p(n) < n si constant:
> Tmparte sirul de sortat xi, xa, ..., x, in p(n) siruri

> sorteazd pe fiecare procesor sirul format din n/p(n) elemente,

in O((n/p(n))log(n/p(n)))

> interclaseaza rezultatele pe perechi de procesoare, intr-un timp
dominat de interclasarea ultimelor dou3d siruri, O(n)

n
p(n p(n)
> pentru p(n) o constant3 independentd de n, timpul tinde
asimptotic la O(n log n)

» timpul total - O <n+ f)/ogi>

> a doua abordare:

» pentru p(n) < log n, num3r de procesoare mic relativ la
marimea problemei, timpul este in O((n log n)/p(n)), astfel cd
addugarea de procesoare pana la acest prag accelereaza
rezolvarea fatd de timpul secvential

> a treia abordare:
> ad3ugarea de procesoare, p(n) > log n, timpul va tinde la O(n)
» ad3dugarea de procesoare nu mai creste eficienta algoritmului
» pentru o Tmbunatatire exponentialda a algoritmului, ar trebui s3
obtinem un timp de sortare in O(log n), sau macar in

O((log n)?)
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» a patra abordare:

» dac3 pentru valorile x1, X2, ..., X, am avea calculate rangurile
rn,r, ..., Intr-un singur pas, in paralel, procesoarele ar
rearanja valorile, procesorul p; ar realiza atribuirea x; <— x,,

» am putea face ranking-ul pe n? procesoare astfel:

1. fiecare procesor realizeaza testul x; > x; si seteazd cj < 1
dac3 este adevdrat sau 0 in caz contrar

2. pentru fiecare i, n procesoare calculeaza ZJ’.’:I cj = r;; calculul
sumei se face in O(log n) (arbore de reducere)

l2al1]7]1]6][-2]8]5]17[a]a|7[1a]11]2]2]

@

[at]1]7]1]el-2]8]5]7]a]o]7[1a]11]2]2]

1. pasul 1 merge in timp constant
2. pasul 2 se realizeaza in timp logaritmic

» folosind n? procesoare, se realizeazi sortarea in O(log n)
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> in general solutiile paralele gasite pentru rezolvarea
problemelor vor folosi un numar polinomial de procesoare si
vor avea un timp de rulare polilogaritmic

> n general acesti algoritmi sunt fezabili, pentru c3 folosesc un
numar polinomial de procesoare si sunt paralel rapizi Tn
sensul c3 timpul este in O(logh n) (polilogaritmici)

> exista Tnsd situatii in care probleme cu algoritmi secventiali
polinomiali nu pot fi rezolvate in timp polilogaritmic (paralel
rapid) pe un numdr polinomial de procesoare

» am dori o teorie similara cu teoria NP-completitudinii, Tns3 pe
cazul paralel

» o problema P-completd este inerent secventiald, adic3 este
putin probabil sa gdsim o solutie paraleld rapida pentru orice
caz

Fezabilitate paralela

» o problem3d are o solutie fezabila doar daca avem un algoritm
secvential polinomial care o rezolv§, adic§ in timp n®()

» dihotomia Tntre probleme rezolvabile polinomial si cele
rezolvabile Tn timp suprapolinomial este un instrument foarte
util al fezabilitatii

> pentru programarea paraleld, si procesoarele sunt considerate
resursa, similar cu s(n) - m3rimea memoriei - pentru cazul
secvential

» o problema de marime n este paralel fezabila dac3a se poate
rezolva pe o masin3 paralel3 folosind n®") procesoare si cu
timpul pentru cel mai nevaforabil caz tot in n©®)

> o problem3 este fezabila cu grad ridicat de paralelism dac3
poate fi rezolvatd de un algoritm cu timpul pentru cazul cel
mai nefavorabil in log®®n si procesoare in n°1)

» o problem3 este inerent secventiala dac3 este fezabila dar nu
are un algoritm cu grad ridicat de paralelism pentru gasirea
solutiei

» clasa problemelor paralel fezabile este aceeasi cu clasa P
(clasa problemelor rezolvabile in timp polinomial cu algoritmi secventiali)
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Modelul RAM

banda intr; X% e
anca infrate | 7172 ™n memorie cu
acces aleator
! Ry
Contor Unitatea R1
de de calcul R,
locatii (program) -
1
banda iesire | ¥1Y o ce Yn

» Random Access Machine, model de calcul uzual pentru
proiectarea algoritmilor secventiali

» programul se realizeaza sub forma de automat cu stari, nu
poate fi modificat de masinad n functionarea ei

» programul citeste un intreg de pe banda de intrare, apoi
avanseaza capul de citire

> se scrie un intreg pe banda de iesire, apoi se avanseaza capul
de scriere

» memoria este alcatuitd dintr-o secventa infinita de registri Ry,
Ri, ..., fiecare putind contine un singur intreg

» instructiuni RAM: load, store, read, write, add, subtract,
multiply, divide, test, jump, halt

> orice operatie se executa Tn unitatea de timp
» modelul este echivalent cu o Masina Turing

> spre deosebire de MT, memoria pentru modelul RAM are
acces aleator

» clasa problemelor rezolvabile pe un RAM este aceeasi cu clasa
problemelor rezolvabile pe MT (din teza Church-Turing)
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Modelul PRAM

CONTROL ~

L] 1 '
memorie locala memorie locala memorie locala

RETEA DE INTERCONECTARE

memorie globala

» un model PRAM const3 dintr-o unitate de control, o memorie
globala si o multime infinitd de procesoare, fiecare cu propria
sa memorie locala

» fiecare procesor p; poate fi activat/dezactivat pentru ciclul
curent

> toate procesoarele active executd instructiuni identice

» calculul incepe cu un singur procesor activ ce citeste o locatie
de memorie locald/globald

» pe parcursul calculului, un procesor activ poate citi o singura
locatie de memorie locald/globald, proceseazd operatia,
rezultatul fiind scris intr-o locatie de memorie locald/globald

> pe parcursul unui pas de calcul, un procesor activ poate activa
alt procesor

> toate procesoarele active trebuie s3 execute aceeasi
instructiune

» calculul se opreste cand se opreste ultimul procesor (halt)
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Spatiul de calcul al algoritmilor

» spatiul de calcul s(n) necesar unei masini Turing este definit
ca maximul numarului de celule parcurs de capul de
citire/scriere dintre pentru toate cazurile de marime n

» distinctia Tntre spatiul ocupat de cazul de marime n si spatiul
de lucru este realizata clar de modelul RAM, pentru c3 avem
banda de intrare xy, xo, . . ., X, separatd de registrii infiniti
Ri, Ry, ...

» DSPACE(s(n)) este clasa limbajelor ce pot fi acceptate in
spatiu s(n) de o masind Turing deterministd

> un program care calculeaza minimul unui sir de n intregi are o
complexitate a spatiului in s(n) = n+1 € O(n)

» calculul produsului a doud matrice patrate de dimensiuni n x n
are s(n) € O(n?)

» NSPACE(s(n)) este clasa limbajelor ce pot fi acceptate n
spatiu s(n) de o MT nedeterminist3

» PSPACE este clasa de complexitate a problemelor de decizie
ce pot fi rezolvate de o Masind Turing intr-un spatiu
polinomial

PSPACE = Uy enDSPACE (n¥)

» un algoritm L € P, nu poate folosi spatiu mai mult decat
polinomial, deoarece el functioneaza in timp polinomial si face
un acces la o singura locatie odata

P C NP C PSPACE

» DSPACE(log n) C P, deoarece o MT deterministd ce
foloseste spatiu in O(log n) are cel mult un numar de
configuratii Tn ordin polinomial, fiecare putind aparea cel mult
o dat3, altfel in functionarea MT ar aparea bucle infinite
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Clasa problemelor calculabile Tn spatiu polilogaritmic,
L € DSPACE (log¥n) este numits si POLYLOGSPACE

» problema P C POLYLOGSPACE este o problemd deschisa
> egalitatea ar fi satisfacutd daca s-ar gasi o problema
P-completa care s3 facd parte din POLYLOGSPACE

Un limbaj L C ¥* este reductibil in spatiu logaritmic la un
limbaj L’ C ¥* dac3 exist3 o functie f calculabil3 n spatiu
logaritmic astfel ca pentru orice x € ¥*, x € L daca si numai
dac3 f(x) e L.
Pentru o clasa C de limbaje, spunem c3 un limbaj B este
log-space dificil pentru C daca orice limbaj A € C se reduce
n spatiu logaritmic la B. Mai mult, daca B € C, atunci
numim B log-space complet pentru C.

dacd multimea C este P - multimea limbajelor calculabile
(clarificabile) in timp polinomial, vom denumi acel limbaj B
ca fiind P-dificil (log-space dificil pentru P), respectiv
P-complet (log-space complet pentru P)

Un limbaj L este log-space dificil pentru P sau P-dificil daca
orice limbaj L' € P se reduce n spatiu logaritmic la L

> in plus, daca L € P, atunci el este P-complet

notiunea de reductibilitate Tn spatiu logaritmic este
echivalenta celei de reductibilitate Tn timp polinomial

la fel cum reductibilitatea Tn timp polinomial era folosita
pentru demonstratia NP-completitudinii, reductibilitatea n
spatiu logaritmic e folosita pentru demonstratia
P-completitudinii

un alt fel de a denumi o problem3 NP-complet3 ar fi
'polinomial-time completd pentru NP’
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Circuit value problem

» Problema valorii circuitului (CVP): fiind dat un circuit C
format din porti logice, CLC - far3 bucle de reactie, intrarile
X1,X2,...,Xn Si O lesire y, s3 se determine daca iesirea y are
valoarea 1 (true) pentru intrdrile date.

» Teorema (Ladner): problema CVP este log-space completd
pentru P.

> orice problema L € P se reduce astfel In spatiu logaritmic la
CvpP

» problema CVP este pentru teoria P-completitudinii ceea ce
este problema SAT (teorema Cook) pentru teoria
NP-completitudinii

Teza calculului paralel

» Teorema (teza calculului paralel): Clasa problemelor
rezolvabile pe un PRAM intr-un timp t(n)9() este egal3 cu
clasa problemelor rezolvabile intr-un spatiu de lucru in
t(n)°™) pe un RAM, dac3 t(n) > log n

» teorema a fost demonstratd numai pentru cazurile in care t(n)
este o functie polinomiala

» astfel, un PRAM poate recunoaste in timp polinomial toate
limbajele recunoscute de un RAM in spatiu polinomial

» teorema nu afirma nimic despre timpul necesar pe RAM,;
astfel, nu exclude timpul exponential pe RAM

> teza afirma ca timpul paralel e Tn relatie polinomiald cu spatiul
secvential

» Consecinta: un PRAM poate rezolva probleme NP-complete
(pe un RAM) in timp polinomial
» exemplu: colorarea unui graf cu un numar exponential de
procesoare
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Clasa NC (Nick's Class)

Teorema: daca numarul de procesoare intr-un PRAM este
polinomial, atunci problemele rezolvabile Tn timp polinomial
sunt cele din multimea P (cele rezolvabile in timp polinomial
pe un RAM).

Clasa NC este clasa de probleme de decizie rezolvabile Tn
timp polilogaritmic (O(log€©n)) folosind un numar polinomial
de procesoare (O(n*)).

NCCP

exemplu de problema NC: circuitele hardware proceseaza
operatii Tn timp logaritmic, in functie de numarul de biti ai
operatiunilor, Tn timp paralel

este o problema deschisd dacd P = NC

este Tnsa improbabil ca fiecare problema din P s3a fie in NC

o problem3 L € P este P-completa daca orice altd problema
din P poate fi redus3 in timp polilogaritmic la L pe un PRAM
cu un numar polinomial de procesoare.

problemele P complete sunt cele care par s3 nu admita o
rezolvare paraleld eficientd (adicd intr-un timp polilogaritmic
pe PRAM)

» exemplu de problemd P-completa: parcurgerea depth-first
ntr-un graf

NP-complete

e
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Cursul nr. 7

TEHNICI DE PRELUCRARE A SECVENTELOR
DE SIRURI

Cuprins

Algoritmi de cdutare Tn siruri de caractere
Cea mai lungd subsecventa comund a doua siruri
Distante de editare

Alinierea de secvente
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Enuntul problemei, notatii

» Problema: dandu—se un text T si un pattern P ca siruri de
caractere, sa se determine toate pozitiile din T in care apare P
> Aplicatii:
> gdsirea unui subsir Tntr—un document in editoare de text

» cautarea de subsir Tntr—un sir ADN
» cautarea de virusi informatici dupa semnatura

» Textul T=TI[1...n]
» Pattern-ul P=P[1l...m], m<n
» Spunem ca P apare cu deplasamentul s in T dac3
0<s<n—-msiT[s+1...s+m]=P[1l...m|
» T[s+1...s+m]=P[l...m]| se defineste ca:
Vjie{0,...,m—1}, T[s+1+j] = P[1+]]

Enuntul problemei, notatii

text T ‘a|b|c|a|b‘a|a|b|c‘a|b|a|c|

patem P —=3 >[a b[a]a]

Fig: Un exemplu de cautare cu gasire a unui pattern intr—un text.
Deplasamentul este s = 3: cu 1 mai putin decat pozitia de la care incepe
Pin T.

» Problema cautarii cere determinarea tuturor deplasamentelor s
alelui Pin T
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Notatii

» multimea simbolurilor (caracterelor) din care se compun P si
T este alfabetul X;

» |X| e num3rul de simboluri din X
» ¥ * e mulfimea tuturor sirurilor — inclusiv sirul € de lungime 0
— formate cu simboluri din &
> lungimea unui sir x € X*: |x|
> pentru x,y € ¥, x + y e concatenarea lui x si y: caracterele
lui x urmate de caracterele lui y
» w e prefix al lui x — notat: w C x daca x = wy pentru
yex®
> abba C abbabbb
> w e sufix al lui x — notat: w 1 x daca x = yw pentru y € **
> abbb 1 abbabbb

» pentru un sir X[1...p], notam X, = X[1... k], k=0,...,p;
XOZE

Rezultate auxiliare

Lema (Lema sufixelor suprapuse)

S3 presupunem c3 avem 3 siruri x, y, z astfel incat x Jz siy 1 z.
Dac3 |x| < |y|, atunci x 3 y. Daca |x| > |y|, atunci y 3 x. Dacd
|x| = |y| atunci x = y.

o

(a) (b} (

Fig: Exemplificarea celor trei cazuri din lema sufixelor suprapuse.
X,y 1 z in fiecare caz.
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Algoritmi de cautare de subsiruri

Algoritm | Timp de preprocesare | Timpul de ciutare

Naiv 0 O((n—m+1)m)

Rabin-Karp ©(m) O((n—m+1)m)
Boyer-Moore O(|Z| + m) O(n)

Tabel: Algoritmii de cautare de subsiruri

» Presupunem c3 avem implementatd testarea egalitatii a doua
siruri A si B cu |A| = |B| cu complexitate ©(t + 1) unde t e
lungimea celui mai lung sir z ce e prefix atat pentru A si B

Algoritmul naiv de cdutare

Ele=lels] [EREREEE  FRREEE  [EEREEE
£=0 s=1 5=2 5=3

ala|b —=a |a|b alalb alalb

Fig: Exemplu de functionare pentru cautarea naiva.

Cautare-naiva(T, P)
m < length[P]
n < length[T]
fors=0ton—m
if P[1...m=T[s+1...5s+ m]
print “pattern-ul apare cu deplasamentul " s

Cl b w N =
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Algoritmul naiv de cautare

» Abordare de tip brute—force

» Cazul cel mai nefavorabil: T =aa...a=a", P=a"
—

n ori
» Complexitate: O((n — m+ 1)m)
» Nu necesitd pregatiri prealabile, deci timpul de preprocesare
este 0
» Deficienta algoritmului: cand se trece de la sla s+ 1 se
ignord informatia castigatd la pasul s
» dacd P = aaab si P se gaseste in T = aaab... la pozitia 1

atunci nu are sens sa se caute o eventuald aparitie si pentru
pozitiile 2, 3, 4 din T

Algoritmul Rabin—Karp

> Algoritm care se comporta bine in practica, chiar daca
complexitatea pentru cazul cel mai nefavorabil este aceeasi ca
la algoritmul naiv

» Plecand de la niste presupuneri rezonabile, timpul mediu este
Tnsa mai bun

» Mecanism esential: echivalenta modulo g a doud numere:
a=b (modg)<a mod g=b mod ¢

» 23 mod 4=3=19 mod 4
» Pentru expunere: presupunem c3 ¥ = {0,1,...,9}

» cazul mai general, |X| = d: fiecare simbol va fi interpretat ca
un numar n baza d

> Interpretam un sir de k caractere ca un numar cu k cifre

» Exemplu: sirul de caractere “31415" va fi intepretat ca
numarul trezeci si una de mii patru sute cinsprezece
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Algoritmul Rabin—Karp

» Pentru pattern-ul P[1...m] notdm p valoarea sa, calculatd de
exemplu cu schema lui Horner:

p = P[m]+10(P[m—1]+10( P[m—2]+- - -+10(P[2]+10P[1]) - - -))

» Complexitatea calculului valorii lui p: ©(m)
» Notdm cu ts valoarea numericd a subsirului T[s+1...s+ m],
0<s<n—m
» Folosim observatia esentiala ca
p=ts=P=T[s+1...s+m]
» Tot prin schema lui Horner se poate calcula t in timp ©(m)
>ty este valoarea numericd a lui T[1...m]

» Pentru calculul lui tsy;1 folosim informatia de la pasul anterior:

ter1 = 10(ts — 10" ' T[s + 1)) + T[s+ m+1] (1)

Algoritmul Rabin—Karp

> scaderea nlaturd prima cifrd din ts, multiplicarea cu 10
deplaseaza la stanga cifrele ramase cu o pozitie iar adunarea
ultimului termen duce la concatenarea cifrei urmatoare

» Consideram pentru moment c3 putem opera cu p, tp, t1,... n
timp constant, i.e. nu sunt numere mai mari decit cele care
Tncap intr—un cuvant de calculator

» Valoarea 10™! poate fi precalculat3 in timp ©(log, m) sau
brute-force in ©(m)

» ts41 poate fi calculat din ts conform ecuatiei (1) in timp
constant

» In ipoteza c3 operarea cu numerele p si ts se face in timp
constant, cautarea lui P[1...m]n T[1...n] presupune:

> preprocesare de complexitate ©(m): calculul lui p, to si 10m~!
» cautare lui P Tn T prin compararea succesiva a lui p cu
to, - - - th—m, operatie (pentru moment) n timp constant, deci

O(n—m+1)
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Algoritmul Rabin—Karp

» Presupunerea ca numerele p si ts pot fi manipulate in timp
constant este nerezonabild Tn practic3; se lucreazd cu numere
cu m cifre, m posibil mare

» Vom calcula p si ts modulo un numar q; valorile rezultate vor
fi din {0,1,...g — 1}, manipulabile in timp constant

» Comparatiile dintre sirurile de caractere se vor face prin
intermediul reprezentarii lor numerice modulo g

» dacd p mod g # ts mod g atunci sigur p # tg

» pentru p mod g = t; mod g s—ar putea totusi ca p # ts, i.e.
sa avem o falsa potrivire; verificarea trebuie facutd caracter cu
caracter

» dar: comparatia modulo g este o euristica rapida prin care se
pot elimina multe subsiruri ale lui T care nu pot fi egale cu P

> pentru g mare, speram ca in practica numarul de false potriviri
sa se reduca drastic

» Datorit3 folosirii operatiei mod g, ecuatia (1) devine:

tsg1=(d(ts —hT[s+1])+ T[s+m+1]) modq (2)
unde h=d™ ! mod gq

Algoritmul Rabin—Karp - exemplu

[2]3]s[oo2[3TeTsu]s]2]6[7[3]9]o[2]1]

‘il" mod 13

[]

(a)

1 2 3 4 8 6 7 & 9 10 11 12 13 14131617 18 19
[2]3]s][o]of2]3]t]a]1]5]2]6]7][3]0]0]2]1]

% l mod 13
[8[ofa[ufol1[7]s[4]sw[n]z]eu]

Polrivire Falsd
polrivire

(b}

Fiecare caracter e o cifrd in baza 10, g = 13, P = 31415, P

mod 13 = 7. Pentru fiecare subsecventad de 5 cifre din T se calculeaza
valoarea modulo 13 a numarului corespunzator, apoi se face compararea
valorilor asociate subsecventelor cu 7. Toate potrivirile modulo 13 trebuie
verificate prin comparatia caracter cu caracter intre P si subsecventele
respective. Euristica duce la mult mai putine comparatii intre P si
subsiruri ale lui T fata de algoritmul naiv.
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Algoritmul Rabin—Karp

Cautare-Rabin-Karp(T, P, d, q)
1 n < length[P]

2 m < length[T]

3 h<d™ ! modgqg

4 p+—tg+ 0

5 for i=1to m //preprocesare

6 p < (dp+ P[i]) mod g

7 to < (dto + T[i]) mod q

8 for s =0ton—m//cautare

9 if p=ts

10 if P[1...m=T[s+1...5+ m|

11 print “pattern-ul apare cu deplasamentul " s
12 if s<n—m

13 tst1 < (d(ts —hT[s+1])+ T[s+ m+1]) mod q

Algoritmul Rabin—Karp

» Complexitate: ©(m) pentru preprocesare

» Cazul cel mai nefavorabil: avem echivalenta modulo g la
fiecare valoare a lui s, fiecare necesitand verificarea facuta T
linia 10 a algoritmului = ©((n — m+ 1)m)

» Un astfel de caz nefavorabil: T =a", P = a™

» Cazul cel mai defavorabil duce la acelasi comportament ca
algoritmul naiv

» Dar in medie ne putem astepta ca doar micad parte din
subsirurile de m elemente din T s3 fie echivalente modulo g
cup

234



Algoritmul Boyer—Moore

» Este un algoritm de cdutare eficient pentru P lung si X cu
multe simboluri

» Tn cazul unei nepotriviri de simboluri se efectueaza salturi
peste un numar (posibil) mare de caractere pentru care
comparatiile sunt inutile, fard a rata eventualele aparitii

» Elemente deosebite fatd de algoritmii precedenti:

» compararea sirurilor se face dinspre dreapta spre stanga
» euristica bazata pe caracterul slab
> euristica sufixului bun

Algoritmul Boyer—Moore

Cautare-Boyer-Moore(T, P, ¥)

1 n <« length[P]
2 m <« length[T]
3 X\« Calcul — ultima — aparitie(P, m,¥)
4 7y <« Calcul — sufix — bun(P, m)
5 s+0
6 whiles<n—m
7 jm
8 while j > 0 and P[j] = T[s +J]
9 j+—j-1
10 if j=0
11 Tipareste “pattern-ul apare cu deplasamentul " s
12 s < v[0]
13 else
14 s s+ max(1[il.j — A[T[s + ]}
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Algoritmul Boyer—Moore

» Observatie: dac3 n liniile 12 si 14 din pseudocod atribuirile
pentru s ar fi schimbate cu: s + s+ 1 atunci s—ar obtine
algoritmul naiv de cautare

» Variabilele X si v sunt tablouri, iar valorile lor sunt utile pentru
a realiza saltul peste pozitiile care nu meritd sa fie comparate

» Cand apare o nepotrivire Tntre simboluri, fiecare din cele doua
euristici propune cate un salt Tn cadrul lui T, fara a pierde
insa deplasamente valide!

Algoritmul Boyer—Moore: exemplificare

» Euristica bazata pe caracterul slab:

— t h a t

S N~
o — 0
® — ®

— s+~ r e m i n i s c e
s

Se compard de la dreapta la stanga. Sufixul “ce” este valid iar

caracterul "i" este invalid. Se propune deplasarea lui P spre
dreapta cu 4 pozitii astfel incat cel mai din dreapta “i" din P sa se
fie adus peste caracterul slab “i" din T.
n ot i ce — t h a't
- r e m i n i s c e n c e
s+4
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Algoritmul Boyer—Moore: exemplificare

» Euristica sufixului bun:

— t h a t

3[\\.
o — 0
® — O

— s~ r e m i n i s c e
5

Euristica sufixului bun propune deplasarea pattern-ului spre dreapta
pana la prima aparitie a lui “ce” in P:

s+3

Algoritmul Boyer-Moore alege maximul dintre cele doud decalaje
propuse, deci 4.

Algoritmul BM: euristica bazata pe caracterul slab

» Eficienta euristicii caracterului slab: pentru cazul cel mai
favorabil, j = miar T[s + m] nu apare in P
» exemplu: dorim s3a cautam P=a"in T = b"
> la fiecare nepotrivire, detectatd chiar la prima comparatie
facutd, algoritmul “impinge” P la dreapta cu m pozitii prin
S<s+m
» scenariul arata eficienta comparatiei incepute de la dreapta

» Mai general: presupunem c3 avem nepotrivire P[j] # T[s + j]
pentruunj, 1 <j<m
» Fie k cel mai mare index din intervalul 1 < k < m astfel Tncat
T[s+ j] = P[K]
» Daca un astfel de k nu exista, atunci setam kK =0
> Pentru k < j deplasarea lui P la dreapta este dictata de

euristica bazat3d pe caracterul slab; pentru k > j intervine
euristica sufixului bun
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Algoritmul BM: euristica bazata pe caracterul slab
Afirmatie: este corect sd se mareascd s cu j — k

1. Cazul k =0, i.e. caracterul T[s + j] nu apare deloc in P:
putem deplasa pattern—ul P la prima pozitie de dupa
caracterul “h”, adica sa marim pe s cu j = j — k fara ca prin
asta sa riscam sa pierdem o aparitie a lui Pin T.

A
R EREE e Te[» M s [s[[c[=[<[= s sl

"‘:alnluc.unc].J

- EECEEEER R ]

.......

s+l | 1
— »zr|e m|i|n|i|s|/c|e|n|[cle

t|irle|lajtm|le|n|t o £ |-

Fig: Cazul euristicii caracterului slab, situatia k = 0. Caracterul slab “h”
nu apare deloc in model si astfel modelul poate fi avansat cu j = 11
pozitii pana cand trece peste caracterul slab.

Algoritmul BM: euristica bazata pe caracterul slab
Afirmatie: este corect s3 se mareascd s cu j — k

2. Cazul k < j, k # 0: cea mai din dreapta aparitie a
caracterului slab din T Tn cadrul lui P este la stdnga pozitiei J,
deci j — k > 0 si P poate fi deplasat cu j — k pozitii spre
dreapta, fara a risca pierderea vreunei solutii

ez ae e [e[a] Tale[s FRIL_[e[a]a]c)-~
i i — |
: >|1: nm!i n.{‘ks’}c_e:ngt-‘l

--‘;_n-l:]ilt-‘t-eln._-n[;:t[i?lc:e _J‘tlh‘a:tl"'
— AL anannn

Fig: Cazul euristicii caracterului slab, situatia k < j. j =10, k =6

pentru caracterul slab “i" si deci P poate fi avansat cu 4 pozitii pana
cand pozitiile lui “i" din T si P se suprapun.
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Algoritmul BM: euristica bazata pe caracterul slab
Afirmatie: este corect sd se mareascd s cu j — k

3. Cazul k > J:

> linia 14 din algoritmul Cautare-Boyer-Moore este:
s < s+ max(y[j].j — AMT[s +j]])
k
» Euristica bazat3d pe caracterul slab ar propune decrementarea
lui s. Recomandarea va fi ignorata de algoritm, deoarece
intervine euristica sufixului bun care va propune totusi
deplasare spre dreapta; 7[j] e tot timpul un numar pozitiv.

~[g[el1]ala[n]_[£[1]ae[E]a] _[o €]

s | -
------ |n xl-cona]:;!

Fig: Cazul euristicii caracterului slab, situatia k > j: j = 10, k = 12.
Cea mai din dreapta aparitie a caracterului slab “e¢” Tn cadrul lui P
este dupa pozitia curenta j. Daca s—ar folosi doar euristica bazata
pe caracterul slab s—ar ajunge la o deplasare a lui P Tn stanga.
Aceasta este o situatie Tn care e utila euristica sufixului bun.

Algoritmul BM: euristica bazata pe caracterul slab

» Calculul lui A, folosit in euristica bazata pe caracterul slab:

Calcul-ultima-aparitie(P, m, )

1 for fiecare caracter a € &
2 Aa] <0
3 forj<1m
4 AMPUI
5 return \
» C

omplexitate: O(|X| + m); este pas de preprocesare
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Algoritmul BM: euristica sufixului bun

» Definim relatia Q ~ R ("Q este similar cu R") astfel:
Q~R<~— Q1IRsau R1Q

> Relatia “~" este simetrica

» Datorita lemei sufixelor suprapuse de la slide-ul 6 avem:
RIRsiSOR=Q~S

» Doua siruri similare se pot alinia la dreapta, cu potrivire
completa pe cel mai scurt din ele.

» Daca P[j] # T[s +j], j < m, atunci, euristica sufixului bun
afirma ca putem incrementa pe s cu:

vl = m— max{k|0 < k < m, P[j + 1..m] ~ Py}

Algoritmul BM: euristica sufixului bun

» Definim functia prefix care aratd cum se potriveste pattern—ul
cu decalari ale lui Tnsusi

»M:{1,2,....m} > {0,1,...,m—1},
M(q) = max{k|k < q si Px O Pq} 3)

» [(q) este lungimea celui mai mare prefix al lui P care este si
sufix propriu al lui Pq

» Definim P’ ca inversul lui P: P'[i] = P[m — i + 1] pentru
i=1,2,....m.

» Fie " functia prefix a lui P’. Se poate arita ca:

Y] = min({m—=N[m]}u{I-N"[N|1 < I < msij=m-T[l]}).
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Algoritmul BM: euristica sufixului bun

Functie-prefix(P) Sufix-bun(P, m)
1 m <« length[P] 1 7 <Functie-prefix(P)
2 7w[1]«0 2 P «invers(P)
3 k«+0 3 7’ «Functie-prefix(P’)
4 forg<+2tom 4 forj<O0Otom
5  whilek>0and Plk+1]#Plg] 5 L]+ m—=[m]
6 k < 7[k] 6 for/<«<1tom
7 if P[k+ 1] = P[q] 7 Jj< m—7'[l]
8 k+—k+1 8 if v[j] > 1 —7'[/]
9 m[q] < k 9 w[j] « 1 —7'[l]
10 return 7 10 return vy

» Complexitatea lui Sufix-bun: O(m); reprezintd pas de

preprocesare

» Suport intuitiv pentru euristica sufixului bun: [3], sectiunea

2.2

Algoritmul Boyer-Moore: complexitate

» Preprocesarea are complexitatea
O(|Z]| + m)+ O(m) = O(|Z| + m)

» Restul algoritmului are complexitatea O(n): prin demonstratii
complexe se aratd c3 n cel mai defavorabil caz — indiferent
dacd T contine sau nu pe P — este 3n ([3]).

> In practica este deseori cel mai eficient algoritm de

cautare
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Definitie, utilitate

Definitie (Subsecventd)

Dandu-se o secventd X = (x1,x2,...,Xm), O secventd

/Z =

(z1,22,...,2K) se numeste subsecventd a lui X dacd existd o

secventd strict crescatoare de indici de elemente din X,
(i1, 02y, ix) astfel incat Vj = 1,2,... k: zj = x;..

>

Exemplu: X = (A, B, C,B, D, A, B) are ca subsecventa pe
Z = (B, C,D,B) pentru indicii (2,3,5,7) din X

Pentru doud secvente X, Y ne punem problema determinarii
celei mai lungi secvente comune Z ce e subsecventa atat
pentru X, cat si pentru Y; abreviat: CMLSC

Exemplu: X =(A,B,C,B,D,A,B), Y =(B,D,C,A, B,A):
(B, C,A) este o subsecventd comund, iar (B, C, B, A) este o
CMLSC; nu e singura CMLSC

Utilitate: da o masura a similaritatii dintre doua siruri; cu cat
CMLSC a lui X si Y e mai lungd, cu atdt X si Y sunt mai
similare

O abordare

Varianta brute-force: se enumera toate subsecventele lui
X = (x1,X2,...,Xm) Si se determing care din ele este si
subsecventa de lungime maxima a lui Y

Avem 2™ — 1 subsecvente, i.e. toate submultimile nevide ale
setului de indici {1,2,..., m}; timpul rezultat este cel putin

exponential — mai apare operatia de verificare a faptului ca o
subsecventa a lui X e si subsecventd pentru Y

» Abordare mai eficientd bazata pe programare dinamica

> Notatie: pentru i =0,1,..., m, definim X; ca fiind prefixul

<X17 X2, ... ,X,'>
» pentru X = (A, B,C,B,D, A B), X4 = (A, B,C,B)
» putem avea si secventa vida
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Suport teoretic pentru rezolvarea eficienta a problemei
CMLSC

Teoremd (Substructura optimald pentru CMLSC)
Pentru X = (x1,x2,...Xm) i Y = (y1,¥2,...,yn) fie
Z ={z1,20,...,2k) o CMLSC a lor. Avem cazurile:
1. Dacd X, = yn, atunci zxy = Xm = yn si Zx_1 este o CMLSC a
lui Xm—l $f Yn—l
2. Dacd xm # yn, atunci din zy # xp, rezultd cd Z este o CMLSC
alui Xpm_1 s Yy
3. Dacd xm # yn, atunci din zx # y, rezulti ca Z este o CMLSC
alui Xy, si Yp_1

Demonstratie: prin reducere la absurd; vezi si [1].

» O CMLSC a lui X si Y contine o CMLSC a unor prefixe ale
lui X si Y. Se aplica deci principiul optimalitatii: orice
subsolutie a unei solutii optimale trebuie sa fie ea Tnsasi o
solutie optimala.

Rezolvarea problemei CMLSC — varianta brute-force

» Formularea problemei indeamna la o prima abordare recursiva

» dacd x, = y, atunci se gaseste CMLSC Z pentru X,,_1 si
Y,_1 si solutia este Zx,,

» dacd x,, # y, atunci se abordeazad doud subprobleme: se
determina CMLSC pentru X, si Y,_1 respectiv pentru X,,_1 si
Y,; cea mai lungd din acestea este CMLSC pentru X, si Y,

» avem subprobleme comune: determinarea CMLSC pentru
Xm—1 i Yp_1 e subproblema ce apare pentru X,,_1 si Y,
respectiv pentru X, si Y,_1

> ecuatia care da lungimea CMLSC pentru X; si Y, 0 <7< m,

0<j<m
0, daca i=0sauj =0
cli,jl=4 c[i-1,j-1]+1, daca i,j > 0si x;i = y;
max(c[i,j —1],¢c[i—1,/]), dacai,j>0six #y;

(4)
> lungimea CMLSC a lui X = X, si Y =Y, este c[m, n]
» daca se implementeaza recursiv, algoritmul este de
complexitate exponentiald (demonstrati)
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Rezolvarea problemei CMLSC — exemplu

i y ® D © 2 ® @

0 x| ol ol ol ol ol o] 0
Lo IR
0\0 ol 0 %:{1 1

2 B 9 1%1:1 1| 2l

T T 7

3@ o] 1] 1| 2«2 2| 2

T TN

4 B 0\1 1| 2] 2 193

T~ T i

500 o 1] 2| 2| 2| 3| 3
T ot TIN

6 A o 1] 2 2\3 3| 4

7 B AN RN )

ol 1l 2| 2] 3] 4l 4

Fig: Exemplu de calcul a lungimii CMLSC pentru
X=(AB,C,B,D,A,B)si Y =(B,D,C,A B,A). CMLSC are
lungimea c[7,6] si este (B, C, B, A). Sigeata dintr-o celuld arat3 pe baza
carei celule s—a obtinut valoarea corespunzatoare.

Rezolvarea problemei CMLSC — programare dinamica

» Se calculeazi valorile c[i,j], 0 < i < msi 0<j<n, linie cu
linie

» Se mentine o tabeld auxiliard b de (m+ 1) x (n+ 1) pentru
reconstituirea CMLSC 7n final

Lungime-CMLSC(X, Y)
1 m < length[X]

2 n < length[Y]

3 aloci spatiu pentru tablourile c[0...m,0...n] si b[0...m,0...n]

4 fori<+1ltom

5  c[i,0]+0

6 forj< 1lton

7

8

c[0,j] <O
fori<1tom

9 forj< 1lton
10 if x; = y;
11 clijl«cli—1,j—1+1
12 b[i,j] « "stanga sus”
13 elseif c[i — 1,j] > c[i,j — 1]
14 clin] < clivj — 1]
15 b[i, ] < "sus”
16 else  c[i,j] < c[i,j— 1]
17 b[i,j] + "stanga”
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Rezolvarea problemei CMLSC — programare dinamica

» Complexitate: ©(mn)
» c[m, n] este lungimea CMLSC a lui X si Y
» Reconstituirea CMLSC se face folosind matricea b
> se incepe din coltul dreapta jos al matricei b, cui=msi j=n
» dacd valoarea stocatd in b[i, j] este “stanga sus”, atunci
Xj = yj §i acest caracter se adaugd intr-o stiva
> dacd b[i,j] este “sus” (respectiv “stanga”) atunci i < i —1
(respectiv j < j — 1)
» procedeul se continua pand cand i sau j devin 0

» scotand din stivd elementele si concatendndu-le se obtine
CMLSC

Reconstituirea CMLSC

Tipareste-CMLSC(b, X, i, Jj)

1 ifi=0o0rj=0

2 return

if b[i,j] = “stanga sus”
Tipareste-CMLSC(b, X, i—1, j—1)
print x;

elseif b[i,j] = “sus”
Tipareste-CMLSC(b, X, i — 1, j)
else Tipareste-CMLSC(b, X, i, j — 1)

O ~NO 1B~ W

» Complexitate: O(m + n) = O(max{m, n}), deoarece la fiecare
pas cel putin una din valorile / si j scade cu o unitate
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Imbunatatiri ale codului

» Se poate renunta la matricea b; se poate determina pentru
fiecare i,1 < i< msij, 1 <j<ncum s-a calculat cl[i,J]:
sunt de urmarit doar variantele:

C[’a./] S {C[I - 17./ - 1] + 17 C[’ - lv.j]v C[iaj - 1]}

> Dac3 se doreste doar lungimea CMLSC, atunci in functia
Lungime-CMLSC(X, Y') se poate mentine la liniile 8-17 doar
linia i — 1 si linia curent3

» reconstruirea CMLSC folosind spatiu de memorie liniar este
facutd in algoritmul lui Hirschberg [2]

» Existd posibilitate de paralelizare a algoritmului, dar sunt
dependente mari intre date; pentru o propunere de paralelizare
folosind CUDA, a se vedea prezentarea de aici.

Distante de editare

> Ne intereseazd numarul de operatii de editare care trebuie
aplicate pe un sir de caractere pentru a fi transformat Tntr—un
alt sir

> in functie de tipul de operatii de editare permise — inlocuire,
stergere, inserare — avem distantele:

» Hamming
» Levenshtein

» Distantele de editare sunt folosite in teoria informatiei si
bioinformatica
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Distante de editare: distanta Hamming

Definitie (Distanta Hamming)

Pentru doud siruri de lungimi egale, distanta Hamming este
numarul de pozitii pe care caracterele corespunzatoare difera.

» Exemplu: dy(0100101,0010001) = 3

» Putem folosi simbolul lui Kronecker pentru scrierea formulei
distantei Hamming:

S — 1, dacaa=0>b
b7 0, altfel

> Pentru X =x1x0...x5, Y =y1Vo...Vn

n n

du(X,Y) = Z(l - 5Xi,y;) =n- deh}/i

i=1 i=1

» Complexitatea calculului lui dy (X, Y): ©(n)

Distante de editare: distanta Levenshtein

Definitie (Distanta Levenshtein)

Distanta Levenshtein dintre doud siruri X si Y este numarul minim
de operatii de editare prin care X poate fi transformat in Y.
Operatiile de editare sunt: inserare, stergere si substituire de
caracter.

» Exemplu: pentru transformarea din “kitten” in “sitting” e
nevoie de 3 transformari

» kitten — sitten: substituire
> sitten — sittin: substituire
> sittin — sitting: inserarea lui ‘g’ la final

> Legdtura cu distanta Hamming: la aceasta din urma se permit
doar substituiri — de aceea cele doua siruri masurate prin
distanta Hamming trebuie sa fie de lungime egal3d

» Legatura cu problema celei mai lungi subsecvente comune: la
CMLSC operatiile permise erau doar inserarea si stergerea
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Distante de editare: distanta Levenshtein

> Aplicatii:
> spell checking n editarea de text

» corectarea cuvintelor dupd un proces OCR
» asistare Tn traducere automata

» Consideram X =x1x0...xXm, Y =y1y2 ... Vn

» Analog cu problema CMLSC, distanta Levenshtein se poate
calcula prin programare dinamica

» Pentru subsirurile X; = x1x2...x; si Yj = y1y>...yj, notam
cu D[i,j] num3rul minim de operatii prin care se transform3
XinYj

» D[m, n] este distanta de editare Levenshtein c3utat3

Distante de editare: distanta Levenshtein

» Pentru calculul lui DJ[i,j] cu i,j > 0 putem avea posibilitatile:
> Xx; = y; si atunci din X; se obtine Y] prin tot atdtea operatii
cate sunt necesare pentru a transforma pe X;_1 in Yj_; cu
numar minim de operatii dupa care se adauga caracterul
comun x; = y; — operatie ce nu costa nimic
> X; # y; si atunci avem variantele:
1. transformd@m cu numar minim de operatii pe Xi—1 in Y; si
stergem x;
2. transformd@m cu numar minim de operatii pe X; in Y;_1 si apoi
inseram caracterul y;
3. transformd@m cu numar minim de operatii pe X;—1 in Yj_1 si
apoi modificam pe x; in y;

» Evident, pentru transformarea dintr-un sir cu k caractere
ntr-un sir vid avem nevoie de exact k stergeri deci
D[k,0] = k pentru 0 < k < i; analog D0, k] = k inser3ri
pentru 0 < k <
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Distante de editare: distanta Levenshtein

Teoremd (Calculul distantei Levenshtein)

Transformarea unui sir X = x1Xo ... Xm Intr—un sir Y = y1ya...yn
se face cu D[m, n] operatii, unde DI[i,0] =i, D[0, j] = j pentru
0<i<m0<j<niarpentrul <i<m,1<j<nDl|ij] se
defineste ca:

D[i—1,j—1], daca x; = y;
Dlij)={ min{Dli —1.j]. Dli.j ~1].Dfi —1j — 1]} + 1,
daca x; # yj

(5)

Demonstratie: Se face prin reducere la absurd; pentru o
demonstratie completd, a se vedea [3]. O

» Relatia (5) se mai poate scrie si ca:

D[Ia./] = mln{D[l - lvj]a D[’?./ - 1]7 D[I - 17./ - 1] - 6Xi,yj} + 1

Distante de editare: distanta Levenshtein

» Complexitate in timp si spatiu de memorie: ©(mn)

» Pentru determinarea unei liste de operatii care fac
transformarea lui X Tn Y se poate folosi ca la problema
CMLSC un tablou auxiliar care s3 mentina operatiile efectuate
pentru determinarea lui D[/, j], sau se poate folosi direct
tabloul D

» Exemplu: distanta Levenshtein Tntre cuvintele “kitten” si
“sitting” este 3

s
I
t
t
I
n

~NOoO O, WwWN RO
~NOoO oA WN - =X
DO, WNEFE NN -
GO WNEFEDNWW-
P ONEFENWD D
AW NDODNDWSOGOo
WNWWPOIOOO S

g

Tabel: Matricea D pentru cuvintele “kitten” si “sitting”. Care este
lista de transformari?
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Distante de editare: distanta Levenshtein

Distanta-editare-Levenshtein(X, Y)
1 m <« length[X]

2 n< length[Y]

3 aloca spatiu pentru tabloul D[0...m,0...n]
4 fori<1ltom

5  D[i,0] « i

6 forj< 1lton

7 DO+

8 fori<1tom

9 for j< 1ton

10 if xi =y

11 Dli,j] < D[i — 1,j — 1]

12 else

13 D[i,j] - min {D[i —1,j], D[i,j — 1], D[i — 1,j — 1]} + 1

Exemplificare

» Pornim de la cuvintele: “occurrence” si “ocurrance”
» Folosind operatiile:
> inserare de spatiu, i.e. deplasarea urmatoarelor caractere cu o
pozitie la dreapta
» modificarea unui caracter n altul
care sunt modalitatile de a ajunge de la primul cuvant la al
doilea?
» Daca secventele se transforma pand ajung identice, atunci
spunem ca ele sunt aliniate
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Exemplificare

» Varianta 1: o aliniere aproape perfectd; "“-" Tnseamn3d inserare
de spatiu; mai avem o diferentd de caractere pentru perechea
(a-e)

0O - C u r r a n c e
0O C C u r r e n c e
» Varianta 2: o aliniere perfecta cu trei inserari de spatii
O - C u r r - an c e
O C C u r r e - n c e

» Care secventa de operatii este mai buna? o inserare de spatiu
si 0 nepotrivire sau trei inserdri de spatiu?

» Mai important: care e secventa de operatii de cost minim care
aliniaza doua secvente?

» Utilitate: determinarea similaritatii dintre doua secvente de
proteine sau nucleotide

» Este cronologic prima aplicare a programarii dinamice in
bioinformatica

Notatii, definitii

» Se dau secventele X =x1...Xm, Y =V1...Vn
» Consideram multimile de indici pentru fiecare secventa:
. ={1,..., m} respectiv |, = {1,...,n}
» Un “matching” M peste multimile /; si /, este o multime de
perechi (i,/), i € I, j € I, si pentru care fiecare element din
Iy si I, apare cel mult o data
» exemplu: I, ={1,2,3}, I, ={1,2,3,4};
M ={(1,1),(3,2),(2,4)} este un matching, dar nu si
{(1,1),(3,2),(3,4)} si nici {(1,1),(2,1),(3,3)}
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Notatii, definitii

» Aliniere: matching M pentru care daci (/,J),(/’,)') € M si
i < i atuncij <j'

» Intuitiv: o aliniere (in sensul de mai sus) corespunde unei
modalitati de aliniere de secvente

» Exemplu:

2 3
t o
-t o
1 2
(3,2

N WT| T P&

corespunde alinierii {(2,1),(3,2),(4,3)}

Notatii, definitii

» Pentru o aliniere M a doua secvente:
> se considerd o penalizare de inserare de spatiu, de cost §';

pentru fiecare pozitie care nu are corespondent in M avem o
penalizare §

» pentru fiecare pereche p, g din alfabetul de simboluri acem un
cost apq de modificare a lui p Tn g; putem presupune ca
app = 0 pentru fiecare literd p

» costul alinierii date de M este suma costurilor  si apq

» Pentru situatiile:

si

0O - C u r r - an c e

0O C C u r r e - n c e
costurile sunt § + «ze respectiv 3. Alegerea solutiei optime
depinde de relatia dintre ae i 20.

LA nu se confunda cu simbolul & al lui Kronecker.

252



Aliniere optima

» Similaritatea Tntre doud secvente e data de costul minim al
alinierii lor

» Se cere determinarea costului minim si a secventei de operatii
care produce costul minim

» Evident, dacd M este o aliniere de cost minim (optim3),
atunci fie (m,n) € M, fie (m,n) ¢ M

Teorema
Dacd M este o aliniere oarecare si (m,n) ¢ M, atunci m sau n nu
au corespondent in M.

Demonstratie:  S3 presupunem prin absurd cd (m, n) € M si
atdt m cat si n au corespondent in M: Ji,j: i < m, j < ncu
(m,j) € Msi (i,n) € M. Asta insd contrazice proprietatea de
aliniere a lui M: daca i < m atunci ar trebui si ca n < J,
contradictie cu presupunerea asupra lui J. O

Aliniere optima
» Combinand rezultatele anterioare, obtinem:

Teorema

Intr—o aliniere optimals M a lui X, Y cu |X| = m,
putin una din urmatoarele este adevarata:

1. (mn)eM

2. poz. m a lui X nu apare in vreo pereche din M ca prim element
3. pozitia n a lui Y nu apare in vreo pereche din M ca al 2-lea
element

Y|=n, cel

» Notdm OPT(i,j) costul minim al alinierii intre x; ...x; i
y1...Yj. Daca consideram prima variantd din cele 3 de mai
sus, atunci pldtim penalizarea oy, si aliniem secventele
X1...Xm—1Sl Y1...Yn—1; obtinem costul
OPT(m, n) = ay,,y, + OPT(m —1,n—1). Pentru al doilea
caz platim costul unei inserari de spatiu deoarece ultimul
caracter din X nu are potrivire si aliniem secventele
X1.o - Xm—1Si Y1-.-Yn; OPT(m,n) = OPT(m—1,n)+ 4. Al
treilea caz e analog cu al doilea.
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Aliniere optima

» Costul minim pentru alinierea de secvente satisface:

ispt. j=0
jépt. i=0
OPT(i,j) = { min{axy, + OPT(i —1,j - 1),
§+ OPT(i,j —1),6 + OPT(i — 1,j)}
pt. i,j>1

Algoritmul pentru calculul costului de aliniere optima

Cost-minim-aliniere(X, Y)
Aloc3d spatiu pentru tabloul OPT([0..m,0..n]
for i< 0tom

OPTIi,0] « i6
for j <~ 0ton

OPTI[0, )] « j&
fori< 1tom

for j< 1ton

foloseste ultima ramurd din ec. (6) pentru calcul OPT]i, j]

WO ~NO 1 W

» Complexitate: ©(mn)

» Determinarea suitei de operatii pentru alinierea optima: se
foloseste o matrice auxiliara sau se reface drumul plecand de la
valoarea din coltul de indici (m, n) cu complexitate O(m + n).
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Cursul nr. 8

PATTERN-URI STRUCTURALE

Cuprins

Pattern matching, Arbori si grafuri

Pattern matching in arbori

Pattern matching n grafuri
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Definitii: Pattern matching

» Pattern — secventa nenuld si finitd de simboluri; model

» Pattern matching — identificarea unui pattern ntr-o secventa
mai complexa, de exemplu gasirea unui cuvant ntr-un text; in
unele aplicatii se cauta si aparitii aproximative ale pattern-ului

» Pattern matching Tn arbori — atat pattern-ul cautat cat si
secventa Tn care se face cdutarea sunt arbori

» Pattern matching Tn grafuri — atat pattern-ul c3utat cat si
secventa n care se face cautarea sunt grafuri

> in general, problema de matching este NP-completa

> Exemplu:

» Basic Local Alignment Search Tool (BLAST) este o aplicatie
care gdseste similaritati intre secvente biologice. Se compard
secvente de proteine sau nucleotide cu secvente dintr-o baza
de date si se calculeaza gradul de potrivire dintre acestea.

Definitii: Arbori si grafuri

» Secventa — listd ordonatd de elemente

» Graf neorientat — o multime de noduri intre care exista relatii
binare descrise sub forma muchiilor

» Graf orientat — este un graf in care muchiile sunt orientate de
la un nod surs3d cdtre un nod destinatie

» Arbore — graf neorientat, conex si fara cicluri; Tn unele aplicatii
nodurile si muchiile sunt etichetate

» Aplicatii: reprezentarea macromoleculelor (ADN, ARN,
proteine) in biologia computational3 folosind un alfabet
specific pentru etichetarea nodurilor, reprezentarea formulelor
chimice, reprezentarea circuitelor electrice

AGU
B’ [:C AC
b

G
| A
C

—aQ

a—Q
a

cGu
¥ CCCACG,, e
5'-AAAGGAGGTGGTCCA-3’ Ca, qo?
3’ -TGGACCACCTCCTTT -5 AA

Figura: Reprezentari folosite Tn biologia computational3.
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Arbori

A
"

Figurd: a) Cei patru arbori sunt identici ca arbori neetichetati, dar sunt
diferiti dac3 se considerd si etichetele; b) Reprezentare simplificatd a unui
arbore.

Arbori filogenetici (1)

> In biologia computationald sunt folositi in mod frecvent arborii
filogenetici

» Arborii filogenetici sunt arbori cu sau fara rddacina ai caror
noduri terminale sunt etichetate cu denumiri ale unor entitati
din biologie

» Exemplu: reprezentarea secventelor ADN si ARN

» Genomul descrie toata informatia ereditara continuta de
cromozomi. Genomul uman contine 46 de cromozomi

» Cromozomul reprezintd forma condensata a unei moecule de
ADN

» ADN (acid dezoxiribonucleic) si ARN (acid ribonucleic) sunt
formate din molecule organice. ADN-ul se gaseste n fiecare
celuld a fiintelor vii si este esential pentru identitatea oricarui
organism.

» O moleculd ADN contine zone numite gene si are o structura
dublu elicoidala intre care se gasesc perechi de molecule
organice de tip adenin3 (A), citozind (C), guaning (G) si
timing (T). In ARN timina este inlocuit3 cu uracil (U).
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Arbori filogenetici (2)

Figurd: Structurd ADN.

Arbori filogenetici (3)

-
)
2
=
-
=

AUAUUACCGUUTOCAAAGCALCCUG
1 [¥]

Figura: Modalitdti de reprezentare a unei secvente ARN. Tn reprezentarea
arborescenta sunt folosite etichete care simbolizeaza elementele
structurale de baz: H (hairpin loop), B (bulge), | (internal loop), M
(multiple bifurcation loop), S (single-stranded region).
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Grafuri

» Un graf neorientat este format dintr-o multime de noduri si
muchii

» Unele aplicatii folosesc grafuri etichetate Tn care nodurile si
muchiile au atribute suplimentare

Figura: Cele patru grafuri sunt identice daca sunt neetichetate, dar sunt
diferite ca si grafuri etichetate.

Retele filogenetice

> Retelele filogenetice sunt folosite Tn biologia computational3 si
reprezinta grafuri aciclice cu sau fara radacina, directionate,
ale caror noduri terminale sunt etichetate

» Nodurile interne sunt fie de tip arbore daca au un singur
parinte, fie hibride dacd au doi sau mai multi parinti

» O retea filogenetica se numeste fully resolved daca fiecare nod
intern de tip arbore are doi copii si fiecare nod hibrid are doi
parinti si un copil
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Retele filogenetice - exemplu (1)

» Pentru o populatie in care se regdsesc 11 specii ale unei gene
care contin nucleotide mutante, se poate elabora o retea
filogeneticd pentru a descrie segregarile si recombinarile

» Cea mai frecventa nucleotida este consideratd de baza, iar
cele mai putin frecvente sunt mutante

» Nucleotidele de baza sunt notate cu 0, iar cele mutante cu 1

CCGCAATAATGGCGCTACTCTCACAATAACCCACTAGACAGCCT
CCCCAATATGGGCGCTACTTTCACAATAACCCACTAGACAGCCT
CCGCAATATGGGCGCTACCCCCCGGAATCTCCACTAAACAGTCA
CCGCAATATGGGCGCTGTCCCCCGGAATCTCCACTAAACTACCT
CCGAGATAAGTCCGAGGTCCCCCGGAATCTCCACTAGCCAGCCT
CCCCAATATGGGCGCGACCCCCCGGAATCTCTATTCACCAGCTT
CCCCAATATGGGCGCGACCCCCCGGAATCTGTCTCCGCCAGCCT
TGCAGATAAGTCGGCGACCCCCCGGAATCTGTCTCCGCGAGCCT
TGCAGATAAGTCGGCGACCCCCCGGAATCTGTCTCCGCGAGCCT
TGCAGATAAGTCGGCGACCCCCCGGAATCTGTCTCCGCGAGCCT
TGCAGGGGAGGGCTCGACCCCACGGGATCTGTCTCCGCCAGCCT

Retele filogenetice - exemplu (2)

vVvyy

NI U ds 8 b

=R

00100000010000010010101110111101010101000000
00000000100000010011101110111101010101000000
00100000100000010000000000000001010111000101
00100000100000011100000000000001010111011000
00111000001100101100000000000001010100000000
00000000100000000000000000000000000010000010
00000000100000000000000000000010101000000000
11011000001110000000000000000010101000100000
11011000001110000000000000000010101000100000
11011000001110000000000000000010101000100000
11011111000001000000010001000010101000000000

Nodurile terminale - etichetate cu numerele asociate genelor
Muchiile sunt directionate de sus Tn jos si reprezinta mutatii
Muchia care porneste de la nodul 23 catre frunza 6 reprezint3d

o mutatie a lui Cn T pe pozitia 43

34
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Retele filogenetice - exemplu (3)

» Muchiile care pornesc din nodurile 21 (corespunzdtor secventei
00100000100000011100000000000001010100000000) si 22 (secventa
00111000001100000000000000000010101000000000) catre nodul 18
reprezinta o recombinare prin Tncrucisare a prefixului celei de-a
doua (primele 16 pozitii) cu sufixul ultimei (ultimele 28 poz.)
formand secv. 00111000001100001100000000000001010100000000

Pattern matching n arbori

Probleme de pattern matching n arbori:
» Gasirea drumurilor dintre doud noduri ale unui arbore — utild
pentru calcularea distantelor intr-un arbore sau pentru
calcularea distantelor dintre doi arbori

» Combinatorial pattern matching — cautarea unei aparitii
exacte sau aproximative a unui pattern:

» (i) cautarea unui arbore filogenetic in alt arbore filogenetic
poate fi un element util in determinarea similaritatilor sau a
diferentelor

» (ii) scanarea unei structuri ARN pentru determinarea prezentei
unui pattern cunoscut
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Numararea arborilor (1)

» Numadararea arborilor - determinarea numarului de arbori cu o
anumita proprietate, de exemplu toti arborii etichetati

» n > 2 noduri etichetate pot fi conectate in n"~2 moduri
pentru a forma un arbore

Figurd: a) Varfurile A si B se pot conecta in 2272 = 1 moduri; b)
Varfurile A, B si C se pot conecta in 3372 = 3 moduri.

Numdrarea arborilor (2)

4472

Figura: Varfurile A, B, Csi D se pot conecta in = 16 moduri.
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Distante in arbori fara radacina

| 4

Distanta dintre oricare doua noduri teminale ntr-un arbore

filogenetic fard radacina

Distanta de partitionare — este o masura care reflecta

diferenta dintre doi subarbori obtinuti Tn urma divizarii unui

arbore filogenetic fara radacina

Nodal distance — distanta dintre doi arbori filogenetici fara

radacind

Intr-un arbore firs radacingd, oricare doua noduri sunt legate

prin exact un singur drum Tntrucat nu exista niciun arc parcurs

de mai multe ori

Un arbore filogenetic fara rddacind poate fi transformat

Tntr-unul cu radacina prin plasarea radacinii intr-unul dintre

noduri sau prin introducerea unui nod nou care va fi rdd3cina
>

cC A B C D A B CD A B C D

Distanta dintre doua noduri teminale intr-un arbore
filogenetic fara radacina

» Distanta dintre doua noduri terminale dintr-un arbore

filogenetic fara radacind este egald cu lungimea drumului
dintre cele doud noduri

» In arborii in care arcele au lungimi, distanta se calculeaza ca

suma a lungimilor arcelor

[N SN N
[ N R - A=
W W D D e | (Y
I N U N |
[ RSOSSN o 5 |
=Y RSOSSN 5

us]
mEOQmE e
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Distanta de partitionare intre arbori fara radacing (1)

» Distanta de partitionare — este o masura care reflecta
diferenta dintre doi subarbori obtinuti Tn urma divizarii unui
arbore filogenetic fara radacina

> Se bazeazd pe partitia nodurilor terminale determinat3 de
fiecare arc intern din arborii care se compara

» Taieturile arcelor interioare determina partitionarea n doi
subarbori, Tn timp ce taieturile arcelor exterioare determina
separarea unui singur nod

(a) (b) ‘ ()

Distanta de partitionare intre arbori fard radacing (2)

» Partitiile celor trei arbori sunt:

> (A, B)si (C, D, E, F); (A, B, C,D)si(E, F); (A B, E, F)si(C, D)

> (A, B)si(C, D, E F); (A B, E)si(C, D, F); (A B, E F)si(C D)

> (A, B, D, F)si(C, E); (A C D,E)si(B,F); (A D)si(B, C E F)

» Distanta de partitionare = nr. partitiilor diferite dintre arbori

» Arborii (a) si (b) au doud partitii identice si doud partitii
diferite, deci distanta de partitionare dintre ei este 2; sunt cei
mai asemanatori

» Arborii (a) si (c) nu au nicio partitie comund, deci distanta de
partitionare dintre ei este 6 (idem pt. arborii (b) si (c))

» Algoritmul se bazeaz3 pe functia care construieste partitiile
unui arbore T generate de fiecare muchie internd (v, w)

» O partitie generata de o astfel de muchie constd din etichetele
tuturor nodurilor terminale care sunt descendente ale lui w si
etichetele tuturor celorlalte noduri terminale
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Distanta de partitionare intre arbori fara radacing (3)

function partition(T)

1 P«

2 for each internal node v of Tdo

3 A < taxa of all descendants of v in T
4 B < taxa of all other leaves of T
5 P+ PU{(A, B)}
6 return P

function partition distance( Ty, T7)

—_

Py < partition(Ty)
Py + partition(T2)
d<«0
for (A, B) € Py do
if (A, B) ¢ P
d«d+1
for (A,B) € P,do
if (A,B) ¢ P,
d«—d+1

O © 00 ~NO O WN

—_

return d

Distanta nodald intre arbori fard radacina (1)

» Distanta nodald — se bazeaza pe distanta dintre perechi de
noduri terminale din cei doi arbori care sunt comparati

» Fie D(T) vectorul de lungime n(n— 1)/2 al distantelor nodale
dintre toate perechile de noduri terminale ale unui arbore
filogenetic T:

D(T) = (dr(1,2), dr(1,3)...dr(1, n), dr(2,3)...dr(n— 1, n)),

unde cele n noduri terminale ale lui T sunt numerotate de la
1l...n

» Distanta nodald dy( Ty, T2) dintre arborii Ty si T, este:

dN(T17T2): Z |dT1(i’j)_dT2(i7.j)|

1<i<n,1<j<n
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Distanta nodala intre arbori fara radacing (2)

F
A JAECODE F] {a) (b} (c) Jla)= (8] Jim)=ic)] J(bI=(c)]
E X0 2 4 4 4 4| [AB[Z 2 4 ] ] B
Bl2 0 4 4 4 4 AC| 4 5 1 1 1] 1
0 Clda 4 0 2 4 4 AD| 4 5 2 1 2 3
B D4 4 2 0 4 4 AE| 4 3 4 1 1] 1
L El4 4 4 4 0 2 AF | 4 1 1 o o o
(@) & Flea 4 4 4 2 o BC|4 5 4 1 0 1
. BD| 4 5 4 1 1] 1
BE|d4 3 4 1 0 I
. iy ¢ o3
y 2 - d 1] 2 2
AT CTDEF] CE|4 4 2 0 2 2
3 LR EEEE CFl4 3 4 1 i 1
B ¥ Bl2 0 5 5 34 DE| 4 1 4 0 0 0
cls 5 0 2.4 8 OF| 4 3 4 1 0 I
Di5 5 2 0 4 3 EF|2 35 4 1 2 1
Els3 3 4 4 0 3 i a
o) C D Fld 4 3 3 3 of ! = e
A
F A EBECDEF]
D A0 ¢ 1 7 4 1|
Bl4 0 4 4 4 2
E cla 4 0 4 2 4
B Df2 4 4 0 4 4
. Ejld4 4 2 4 0 4
(&) C Fl4a 2 4 440

Arborii filogenetici (a) si (b) sunt cei mai asemanatori pentru c3d
distanta nodala dintre ei este 9, in timp ce distantele dintre arborii
(a) si (c), respectiv (b) si (c) sunt 12 si 19.

Distanta nodald intre arbori fard radacina (3)

» Distanta nodald se obtine calculdnd distantele dintre fiecare
pereche de noduri terminale Tn fiecare arbore , dupd care se
obtine diferenta absolutd dintre cei doi vectori ai distantelor
nodale

function nodal distance( Ty, T2)

1 L < terminal node labels in T; and T»

2 n <+ length(L)

3 d«+0

4 fori=1--- ,n—1 do

5 i1 < terminal node of Ty labeled LJ[/]

6 iz + terminal node of T, labeled L[/]

7 forj=i+1,---,n do

8 Ji < terminal node of Ty labeled L[]
9 J2 < terminal node of T labeled L[]
10 di «+ distance(T1, i, j1)

11 dy + distance( Ty, 2, j2)

12 d+ d+|d — dy|

13 return d
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Distante n arbori cu radacina (1)
Oricare doua noduri sunt conectate prin exact un drum Tntr-un
arbore cu radacina atata timp cat niciun arc nu este traversat de
mai multe ori de un drum dintre cele doua noduri, iar acest unic
drum traverseaza cel mai apropiat parinte comun al celor doua
noduri

| |A B C D
AT 6 5 5
B|6 2 5 5
cl|5 5 3 7
D|5 5 7 4

Distante Tn arbori cu rddacing (2)

» Distanta dintre doud noduri teminale Tntr-un arbore cu
radacind — este suma lungimilor drumurilor dintre doud noduri
si cel mai apropiat parinte comun

» Distanta de partitionare — se calculeaza si pentru arborii cu
radacina obtinand mai intai partitiile generate de arcele interne
dupd care se numara partitiile care difera. Partitiile induse de
un arc intern (v,w) sunt toate nodurile terminale care sunt
descendente nodului w, respectiv celelalte noduri terminale

» Distanta nodald — distanta dintre doi arbori filogenetici cu
rad3cin3 se obtine calculand distanta dintre fiecare pereche de
noduri terminale din fiecare arbore, dup3 care se calculeaza
diferenta absoluta dintre cei doi vectori de distante nodale
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Pattern matching in grafuri

Probleme de pattern matching n grafuri:
» Gdsirea unor pattern-uri mai simple n grafuri, cum ar fi
drumurile sau arborii

» Exemplu: ldentificarea unuor structuri mai simple n retelele
filogenetice

> Retelele filogenetice — folosite Tn biologia computationald
pentru a modela structuri de ARN, proteine, interactiuni intre
gene si proteine

» Calculul distantelor in grafuri: path multiplicity distance,
distanta tripartitd, distanta nodald

Numararea grafurilor

n(n—1)

» In general, n > 1 noduri etichetate pot fi aranjate in 2" 2
moduri pentru a forma un graf pentru cd muchiile unui graf
cu n noduri sunt o submultime a multimii de C? = @
perechi de varfuri

> Unele aplicatii folosesc grafuri etichetate Tn care nodurile si

muchiile au atribute suplimentare

Figura: Trei noduri etichetate A, B si C pot fi aranjate n 27 =8
moduri pentru a forma un graf.
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Gasirea drumurilor Tn grafuri (1)

» Oricare doud noduri pot fi conectate prin mai mult de un
drum Tntr-un graf, chiar dacd nu se traverseaza nicio muchie
mai mult de o singura data intr-un drum dintre doud noduri
ale grafului

Figura: Exista doua drumuri Tntre radacina si nodul terminal etichetat cu
B: r-x-h-B si r-y-h-B.

» [naltimea unui nod dintr-o retea filogenetica este lungimea
celui mai lung drum de la nod catre un nod terminal

Gasirea drumurilor in grafuri (2)

» In reteaua filogenetics din figurs, nodurile terminale au
Tlaltimea 0, nodul hibrid are inlaltimea 1, nodurile interne de
tip arbore au inldltimea 2 si radacina are inlaltimea 3. Exista
cate un drum de la rad3cind la nodurile terminale A si C si
douad la nodul terminal B, iar acest lucru se poate reprezenta
prin vectorul (1, 2, 1) de distante

» Copiii rddacinii au ca vectori de distante (1, 1, 0) si (0, 1, 1),
de unde rezultd (1, 2, 1) = (1, 1,0) + (0, 1, 1)

(1,2,1)

(1,1,0)
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Distanta path multiplicity dintre grafuri

» Similaritatile sau diferentele dintre doud retele filogenetice pot
fi determinate prin calcularea unei distante Tntre retele

» Distanta path multiplicity se bazeazd pe numarul de drumuri
de la nodurile interne la nodurile terminale in cele doua retele

» Se calculeaz3 intre doud retele filogenetice ale caror noduri
terminale au aceleasi etichete si eprezinta numarul de vectori
de distante prin care diferd cele doud retele (6 Tn exemplu)

nod 13 veckor nod | I vector |
X T | (L0000 A 0 | (L,0,0,0)
1 0 | (0.1.0.0) B0 [(0,1,0,00)
T ] 10,0,1,0) T | 0 (0,0,1,7) |
] 0| (0,0.0,1) O | 0 |[(0.0.01))
Ty I (0,0,1,0) h 1 (0.0.1,10) |
fia | {0, 1,0, 0] T F 0,1,1,0)
F3 F] (1,0, 1.1) [ ] 0,0,1,7)
z ] (0.0, 1,17 u 3 (LI
[ 3 (0, 1, 1,17 T 1 [LLZT)
u T [ (LLL0)

r T [(LEET)

Distanta path multiplicity dintre grafuri (2)

» Algoritmic, se contorizeazd numarul de vectori partajati de
cele doua retele, parcurgand simultan vectorii sortati din retele

function path_multiplicity_distance(N1, N»)

1 path_multiplicity (N1, p1)

2 path_multiplicity(No, 1i2)

3 sort p1 and pp

4 ny < number of nodes of Ny
5 np <+ number of nodes of N,
6 i1+ 1; h«1

7

8

c+0
while i < nyand i, <np, do
9 if p11[i] < poli] then
10 i i+1
11 else if /Ll[il] > Mz[iz] then
12 < ih+1
13 else
14 i<+ h+1 < h+1
15 c+—c+1

16 return ny + n — 2¢
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Distanta tripartita dintre grafuri

» Distanta tripartita dintre grafuri se bazeaza pe clasificarea
nodurilor terminale Tn descendenti directi, indirecti si
nedescendenti relativ la nodurile celor doua retele filogenetice
care se compara

> Cele doua retele filogenetice diferd prin vectorii tripartiti
(A,A,B,Q), (A,B,B,C), (A,C,B,C), (C,AB,C), (C,ACQ),
(C,B,B,A), iar distanta tripartitd dintre ele este 6

Figura: Nodurile sunt sortate ascendent dupa naltime in cele doua
tabele. A: descendent direct, B: descendent indirect, C: nedescendent.

Distanta nodala dintre grafuri (1)

» Distanta nodald dintre grafuri se bazeaza pe cel mai scurt
drum dintre nodurile terminale Tn cele doud retele filogenetice
care se compara

» Similaritatile si diferentele dintre cele doua retele sunt
determinate din matricele de distante dintre fiecare pereche de
noduri terminale si cei mai apropiati ascendenti comuni

» Adunand valorile din matricea rezultat se obtine c3 distanta
nodala dintre cele doud grafuri este 9

n1nl
oozl
T {1zoo
1000

0213 nir12
2032 2013
|| za02 3202
f\3210 2210
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Distanta nodal3 dintre grafuri (2)

» Cel mai apropiat ascendent comun al fiecdrei perechi de
noduri terminale este calculat o singura data, cu scopul de a
obtine cele doud distante nodale dintre ele

function nodal distance(Ny, N>)
1 L < terminal node labels in Ny and N,

2 n < length(L)

3 d«0

4 fori=1,---, ndo

5 i1 < terminal node of Ny labeled L[/]

6 ir — terminal node of N, labeled L[i]

7 forj=i+1,---,n do

8 J1 4 terminal node of N labeled L[j]
9 Jo < terminal node of N, labeled L[j]
10 /1 — LCSA(Nl7 il,jl)
11 /2 — LCSA(NQ, fg,jg)
12 di + distance(N1, h, i1)
13 dp < distance(No, b, i)
14 d < d+|di — db|
15 di + distance(N1, h, j1)
16 dp < distance(Na, b, j2)
17 d%d‘f’ldl*dz‘
18 return d

G3sirea arborilor in grafuri (1)

» G3sirea arborilor continuti de un graf este utild pentru calculul
distantelor dintre doud grafuri

» O retea filogenetica full resolved care are n noduri terminale si
m noduri hibride contine 2™ arbori filogenetici, fiecare dintre
ei cu n noduri terminale, care rezulta din t3ierea uneia dintre
cele doud muchii care converg catre fiecare nod hibrid si
contractarea drumurilor




Gdsirea arborilor in grafuri (2)

» Muchiile sterse sunt adaugate din nou la reteaua N dupa ce
au fost generati toti arborii care nu contin acele muchii,
pentru a evita crearea unor copii locale ale retelelor
fologenetice dupa fiecare pas

» Rezultatele sunt introduse in T care initial este gol

procedure explode(N, T)

1 if N has no hybrid nodesthen
2 contract any elementary paths in N
T+ TUN
else
v < a hybrid node of N
for all parents u of node v do
delete edge (u, v) from N
explode(N, T)
add edgde (u,v) to N

© 00 ~NO 1 b~ W
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Cursul nr. 9

ALGORITMI RANDOMIZATI

Cuprins

Introducere
Un exemplu: RandQS
Monte Carlo versus Las Vegas

Algoritmi Monte Carlo
Calculul valorii lui 7
Verificarea produsului a doud matrice
Problema gasirii motivului
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Introducere

» randomizat, stocastic sau probabilist?
> Algoritmii clasici sunt deterministi

» Algoritmii randomizati - algoritmi in care se iau anumite
decizii Tn mod aleatoriu, Tn timpul executiei implementarii
acestor algoritmi

» Caracteristica principalda: un anumit aleatorism introdus n
mod intentionat si controlat.

» Presupunere: alegerea sau decizia aleatoare este o operatie
atomica (realizatd in unitatea de timp)

» Consecinta: ordinul de complexitate al algoritmului nu este
afectat, fata de algoritmul determinist echivalent

> Atentie! generarea de valori aleatoare, conform cu o
distributie oarecare, influenteaza timpul de executie, rezultatul
fiind Tns3 acelasi (e.g. sirul sortat, pentru algoritmul RandQS)

Algoritmi deterministi vs. algoritmi randomizati

Algoritmi deterministi

» Scop: de a dovedi cd un algoritm rezolva corect o problema
(intotdeauna) si repede (in mod tipic, ordinul de complexitate
sa fie polinomial in functie de dimensiunea intrarii)

Algoritmi randomizati

> In plus fatd de intr3rile sau datele problemei, un algoritm
randomizat va face o serie de alegeri, in mod aleatoriu, Tn
timpul executiei, pe baza unei surse de numere aleatoare

» Comportamentul algoritmului poate varia chiar pentru acelasi
set de date de intrare

» Scop: de a proiecta algoritmul si de a dovedi c3 raspunsul
algoritmului este probabil sa fie cel corect, pentru fiecare set
de date de intrare
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Avantajele algoritmilor randomizati

A nu se confunda

» Algoritm randomizat # Analiza probabilistica a algoritmilor,
pentru care:

» Datele de intrare sunt generate conform cu o distributie
aleatoare

» Se aratd ca algoritmul functioneaza pentru majoritatea
seturilor de date de intrare

Avantaje:

» Simplitate
» Performante mai bune

» Pentru multe probleme, un algoritm randomizat poate fi cel
mai simplu sau cel mai eficient, sau uneori ambele

Domenii de aplicativitate (dupa Raghavan)

> Algoritmi numerici - testul de numere prime
» Structuri de date - sortare, cautare, geometrie computationald

> ldentitati algebrice - verificarea identitatii a doud polinoame
sau matrice

» Optimizare (programare matematicd) - algoritmi mai rapizi de
programare liniara (optimizarea unei functii obiectiv liniare)
e.g. maximizarea expresiei ¢ x atunci cand Ax < b

» Algoritmi in grafuri - cea mai scurta cale, tdieturi minime,
arborele partial de cost minim

» Calcul paralel si distribuit - evitarea deadlock-ului

> etc.
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Algoritmi randomizati

» Principiile ce stau la baza algoritmilor randomizati pot fi
identificate chiar in metodele de tip Monte Carlo utilizate n
analiza numerica, statistica sau simulare

> Alegerile aleatoare realizate de ctre un algoritm randomizat
sunt independente de valorile de intrare ale algoritmului

» Conceptul de masind Turing probablistica a fost propus Tnca
din 1955 de catre Leeuw, Moore, Shannon si Shapiro [4], de
Rabin Tn 1963 si Gill Tn 1977

» Exemplele prezentate sunt inspirate din Karp [2], Motwani [3].

Randomized Quick Sort (RandQS)

RandQS
Se bazeazad pe algoritmul propus de Hoare in 1962
» Input: Un sir S de numere, de lungime n

» Output: Sirul S ordonat crescator

1 Se alege In mod aleator un element y din S

2 Se compara fiecare element din S cu y si se determind multimile:
S1={seS|s<y}
So={seS|s>y}

3 Se sorteaza in mod recursiv multimile Sy si S,

4 Se tipareste: multimea S; ordonata, y, multimea S, ordonatd

Observatie: alegerea elementului s se face conform cu o distributie
uniform3, astfel c3 fiecare element din S are sanse egale sa fie ales.
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Analiza de timp pentru RandQS

v

Cel mai riu caz: O(y?) (vs. O(n?) pentru algoritmul clasic)

v

Ordinul de timp estimat (expected): O(ylogy) (vs. O(nlogn) )

v

Ordinul de timp estimat este, de reguld, o bund metrica
pentru masurarea performantei unui algoritm randomizat (mai
bund decat cel mai rdu caz)

v

Algoritmul RandQS va da intotdeauna un rdspuns corect

Monte Carlo vs. Las Vegas

Monte Carlo
Un algoritm de tip Monte Carlo ruleaza intr-un numar fix de pasi,
iar rezultatul este corect cu o probabilitate > %

Las Vegas

Un algoritm de tip Las Vegas intotdeauna conduce la un rezultat
corect, dar timpul de rulare este o variabild aleatoare (cu valoare
medie finit3d)

Repetari independente ale algoritmului de tip Monte Carlo conduc
la reducerea exponentiald a probabilitatii de a da un raspuns gresit.
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Calculul valorii lui 7

Problema acului lui Buffon

Experimentul clasic (Georges-Louis Leclerc, conte de Bouffon,
1777), al aruncarii unui ac pe o hartie cu linii paralele. Solutia,
folosind geometrie integrald, pentru calculul probabilitatii ca acul
sa cada Tntre 2 linii paralele poate fi folosita pentru proiectarea
unui algoritm de tip Monte Carlo pentru aproximarea valorii lui 7.

» In geometria Euclidiand, 7 reprezintd prin definitie raportul
dintre circumferinta unui cerc si diametrul s3u, acest raport
fiind constant indiferent de raza cercului

» 7 mai poate fi definit ca raportul dintre aria unui cerc si aria
patratului cu latura egald cu raza cercului respectiv

Algoritmul randomizat de calcul al valorii lui 7

» Se alege in mod aleator un punct (x,y), unde x si y au valori
in intervalul [-1,1]

» Probabilitatea ca acest punct sa fie Tn interiorul cercului
unitate este data de proportia dintre aria cercului unitate si
cea a patratului de latura 1:

A wr?
P 2 2<1 — cerc _ "0 1
{x*+y } Apgrmt 72T (1)
b
y
1
-1 0 1 x”
A
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Algoritmul randomizat de calcul al valorii lui 7 (2)

» Aceastd probabilitate poate fi estimatd dac3d alegem Tn mod
aleator acel punct de N ori, atunci in M cazuri din cele N
posibile punctul se va afla Tn interiorul cercului unitate, astfel:

PUC+y? <1 =1 )

» Pentru N tinzand la infinit, cele doud probabilitati vor fi egale,
de unde valoarea lui 7 se poate calcula ca fiind:

M

™= o 3)

Algoritmul randomizat de calcul al valorii lui 7 (3)

> Se genereazd Tn mod aleator un numar N cit mai mare de
perechi de valori (x,y) cuprinse in domeniul [—1, 1]x[—1,1]
dupd o distributie uniforma (valorile x si y sunt realiz&ri alea
unor variabile aleatoare £ si 7 independente)

» Se numadra cite perechi de puncte (M la numar) care sunt in
interiorul cercului unitate si apoi se calculeaza valoarea lui 7
ca raport intre M si N

0.6 0.6 [ Y
I R
0.4 04 :':':?:I:{ ;hgl'. l',éai «l:.g:{"'
A P e 5
An gidy
0.2 02 ?v. :‘_.5. _-_v.:= 'di ,..
0.0 0.0 r.;‘ = =-.°‘:<-'-". s'!'-"t ‘...:'l !
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Precizia de calcul

» Precizia cu care se calculeaza valoarea lui  depinde Th mod
direct si evident de valoarea lui N

» Cu cat N este mai mare, cu atat valoarea calculatd pentru 7
este mai aproape de valoarea de 3.1415926...

Pi Measurement

Estimate of Pi

V] 20000 40000 60000 80000 100000
number of points

Verificarea produsului a doua matrice

Problema
Fie A, B si C trei matrice de dimensiune n x n, cu valori apartinand
unui cdmp finit (cdmp Galois) F. Vrem s3 verificam ¢d AB = C

» Multiplicarea matricilor (abordare determinist3) este in O(n?)

» Folosind algoritmi sofisticati, ordinul de complexitate poate fi
redus la O(n?38)

Algoritmul randomizat

1 Se alege un vector x de lungime n cu valori aleatoare din F
Se calculeazd z = A(Bx)
if z=Cx then "AB=1(C"

else “AB # C”

>~ N

» Algoritmul randomizat are un ordin de complexitate in O(n?)

» Dacd AB = C atunci rezultatul algoritmului randomizat va fi
“AB = C"

» Dac3d AB # C atunci rezultatul va fi "AB = C" cu o
probabilitate de cel mult ﬁ
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Problema gasirii motivului

Problema gasirii motivului [1]
Fiind datd o lista t de secvente de lungime n, sa se gdseasca cel

mai bun pattern (motiv) de lungime / care apare in fiecare din cele
t secvente

> n capitolele precedente au fost prezentati algoritmi
deterministi de rezolvare a problemei (Greedy, Branch and
Bound)

» Algoritmul randomizat: selecteaza in mod aleator locatiile
posibile si apoi gdseste o modalitate (Greedy) prin care s3
modifice aceste locatii pand la aflare pattern-ului (motivului)
cautat

» rezolvarea problemei se bazeaza pe calculul de profile

Profile. Evaluarea secventelor pe baza de profile

» Fie s = (s1,52, -+ ,st) o multime de pozitii de Tnceput pentru
| — meri in cele t secvente

» Subsirurile corespunzatoare acestor pozitii de Tnceput vor
conduce la formarea:

» t x | matrice de aliniere
> 4 x [ matrice de profil P (definite pe baza frecventelor relative
de aparitie a literelor din secvente)

» Prob(a|P) este prin definitie probabilitatea ca un / — mer a sa
fie creat de profilul P

Prob(a|P) = H Pa; (4)
i=1

» Daca a este foarte asemanator cu consensus string al
profilului P, atunci Prob(a|P) va fi mare

» Dac3 a este foarte diferit, atunci Prob(a|P) va fi mic3
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Exemplu
Fie un profil P de forma:

A[1/2]7/8[3/8] 0 |1/8] 0
Cl1/8] 0 |[1/2[5/8[3/8| 0
T|[1/8[1/8| 0 | 0 |1/4|7/8
G|1/4| 0 |1/8|3/81/a1/8

Probablitatea pentru consensus string va fi:

1 7 3 5 3 7
Prob(aaacct|P) = 5Xg%Xg*5Xg*g— 0.033646
1 1 3 5 1 1
Prob(atacag|P) = 5XgXgXgXgXg= 0.001602
Al1/2|7/8(3/8) 0 |1/8| 0
Cl1i/8] 0 [1/2|5/8|3/8| 0
T|1/8[1/8| 0 | 0 | 1/4 | 7/8
G|1/a| 0 |1/8|3/8 ]| 1/4 |1/8

Cel mai P probabil | — mer

Prin definitie cel mai P probabil / — mer dintr-o secventa este un

| — mer care are probabilitatea cea mai mare de a fi creat dintr-un
profil P

1/2[7/83/8] 0 [1/8] 0
1/8 0 [1/2|5/8]3/8| 0
1/8[1/8] 0 | 0 |1/4]|7/8
1/4| 0 |1/8|3/8|1/4|1/8

a0 >

Problema: Fiind dat3 o secventd ctataaaccttacatc sa se
gaseasca cel mai P probabil | — mer

Se calculeazd Prob(a|P) pentru toate variantele de 6 — meri:
l:ctataaaccttacatc
22ctataaaccttacatc
3:ctataaaccttacatc
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Cel mai P probabil / — mer (2)

’ Secventa ‘ Calcule ‘ Prob(a|P) ‘
ctataaaccttacat 1/8x1/8x3/8x0x1/8x0 0
ctataaaccttacat 1/2x7/8x0x0x1/8x0 0
ctataaaccttacat 1/2x1/8x3/8x0x1/8x0 0
ctataaaccttacat 1/8x7/8x3/8x0x3/8x0 0

ctataaaccttacat | 1/2x7/8x3/8x5/8x3/8x7/8| 0.0336
ctataaaccttacat | 1/2x7/8x1/2x5/8x1/4x7/8 | 0.0299

ctataaaccttacat 1/2x0x1/2x01/4x%x0 0
ctataaaccttacat 1/8x0x0x0x0x1/8x0 0
ctataaaccttacat 1/8x1/8x0x0x3/8x0 0

ctataaaccttacat | 1/8 x1/8x3/8x5/8x1/8x7/8 | 0.0004

aaacct este cel mai P probabil / — mer din ctataaaccttacatc
deoarece Prob(aaacct|P) = 0.0336 este mai mare decat
probabilitatile tuturor celorlalti | — meri

Cei mai P-probabili I-meri din mai multe secvente

Gasirea celui mai P-probabil I-mer in fiecare secventa

A[1/2]7/8[3/8] 0 [1/8] 0
Cl1/8] 0 [1/2]5/8[3/8] 0
T|[1/8[1/8] 0 | 0 | 1/4|7/8
G|1/4a| 0 |1/8|3/8|1/41/8

ctataaacgttacatc
atagcgattcgactg
cagcccagaaccct
cggtataccttacatc
tgcattcaatagctta
tatcctttccactcac
ctccaaatcctttaca
ggtcatcctttatect
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Cei mai P-probabili I-meri din mai multe secvente (2)

lilalala|c|g|t| ctataaacgttacatc
2|lalt|a|g]|c|g]| atagcgattcgactg
3falaljclc|lc]|t cagcccagaaccct

4|lg|lalalc|c]|t] cggtgaaccttacatc
51/ alt|alg]|c]|t]| tgcattcaatagctta
6glalc|c|t]g]| tgtcctgtccactcac
7]alt|c|c|t]|t] ctccaaatcctttaca
8l tlalc|c|t]t]| ggtctacctttatect

Un nou profil P

A|5/8|5/84/8| 0 0 0
c| 0 0 4/8 | 6/8|4/8 | 0
T|1/8(3/8| 0 0 [3/8]|6/8
G| 2/8 0 0 2/8 | 1/8]2/8
negru bold - frecventa mai mare; albastru - frecventa mai mica

Cautarea Greedy a motivului unui profil

Solutie

Folosirea de cei mai P-probabili I-meri pentru ajustarea pozitiilor de
nceput in vederea obtinerii celui mai bun profil (adicd a motivului)

1. Se selecteaza in mod aleator pozitiile de Tnceput

2. Se creazd un profil P pe baza subsecventelor ce Tncep cu
aceste pozitii

3. Se calculeaz3d cel mai P-probabil I-mer a in fiecare secventd si
se modifica pozitia de Tnceput la pozitia de Tnceput a lui a

4. Se calculeazd un nou profil pe baza noilor pozitii de Tnceput
dupa fiecare iteratie si se repeta procedeul pana cand nu se
mai poate obtine o ameliorare a evaluarii I-merilor
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Algoritmul - pseudocod

GreedyProfileMotifSearch(DNA, t, n, 1)

O© 0O ~NO 1B WN

Analiz

»

selecteazd aleator pozitiile de inceput s = (s1,- - ,s;) din DNA
bestScore + 0
while Score(s, DNA) > bestScore
calculeaza profilul P din s
bestScore < Score(s, DNA)
fori< 1ltot
gaseste cel mai P-probabil I-mer a din secventa i
s; < pozitia de Tnceput a lui a
return bestScore

a algoritmului Greedy propus

Deoarece pozitiile de Tnceput au fost alese Tn mod aleator,
sunt putine sanse de a ne afla n preajma solutiei optime - prin
urmare va dura destul de mult pana la gasirea motivului optim

Este putin probabil ca pozitiile aleatoare de Tnceput vor
conduce la solutia corecta

Tn practicy acest algoritm este rulat de mai multe ori cu
speranta cd pozitiile aleatoare vor fi aproape de solutia optima
(din purd intamplare)

GreedyProfileMotifSearch - nu este cea mai bun3d metod3 de
gasit motive, dar poate fi imbunatatita prin utilizarea
esantionarii Gibbs (Gibbs sampling): o procedurd iterativa
care Tnlocuieste cate un |-mer cu altul nou, dupa fiecare
iteratie

esantionarea Gibbs este o metod3 mai lenta, care alege noi
[-meri Tn mod aleator, crescand sansele ca metoda sa
convearga spre solutia corecta
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Algoritmul “Gibbs sampling”

1. Se selecteaza in mod aleator pozitiile de Tnceput
s=(s1, -+ ,5t) si se formeazd o multime de |-meri asociati
acestor pozitii

2. Se alege in mod aleator una din cele t secvente

3. Se creaza un profil P din celelalte t — 1 secvente

4. Pentru fiecare pozitie Tn secventa aleasd spre a fi eliminata, se
calculeaza probabilitatea ca I-merul ce incepe la acea pozitie
sd fie generat de profilul P

5. Se alege o noud pozitie pentru secventa respectivd pe baza
probabilitatii calculate la pasul 4

6. Se repetd pasii 2-5 pan3d cand nu se mai obtine nici o
Tmbun3atatire

Gibbs sampling - un exemplu

Date de intrare
t =5 secvente, lungimea motivului / = 8

1. GTAAACAATATTTATAGC
AAAATTTACCTCGCAAGG
CCGTACTGTCAAGCGTGG
TGAGTAAACGACGTCCCA
TACTTAACACCCTGTCAA

oA wN

1) Se selecteazd in mod aleator pozitiile de Tnceput
s = (s1, S2, 53, S, 55) In cele 5 secvente:

ss =7 GTAAACAATATTTATAGC
s =11 AAAATTTACCTTAGAAGG
s3=9 CCGTACTGTCAAGCGTGG
ss =4 TGAGTAAACGACGTCCCA
ss =1 TACTTAACACCCTGTCAA
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Gibbs sampling - un exemplu (2)

2) Se alege in mod aleator una din cele 5 secvente: secventa 2 -
AAAATTTACCTTAGAAGG
3) Se creaza un profil P din celelalte 4 secvente:

1 AlATT|[A[T[T][T]A
3 T C[A|A[G|C|[G]|T
4 G| T A|[A|[A[C|[G]|A
5 T A C|T|[T|[A[A|C
A 1/4 [2/4 [ 2/4 [ 3/4 | 1/4 | 1/4 ] 1/4] 2/4
C 0 [1/4[1/4] 0 | 0 |2/4| 0 | 1/4
T 2/4 | 1/4 | 1/4 [ 1/4 [2/4 [1/4 | 1/4 | 1/4
G 14 0 [0 141 0 [3/4] 0

0
| consensusstring | T [ A | A A [ T[] C]|] G| A]

Gibbs sampling - un exemplu (3)

4) Se calculeaza probabilitatea Prob(a|P) pentru toti cei 8-meri
posibili in secventa eliminata (nr. 2):

AAAATTTACCTTAGAAGG | 0.000732
AAAATTTACCTTAGAAGG | 0.000122
AAAATTTACCTTAGAAGG 0
AAAATTTACCTTAGAAGG 0
AAAATTTACCTTAGAAGG 0
AAAATTTACCTTAGAAGG 0
AAAATTTACCTTAGAAGG 0
AAAATTTACCTTAGAAGG | 0.000183
AAAATTTACCTTAGAAGG 0
AAAATTTACCTTAGAAGG 0
AAAATTTACCTTAGAAGG 0

291



Gibbs sampling - un exemplu (4)

5) Se alege o noud pozitie pentru secventa respectiva pe baza
probabilitdtii calculate la pasul precedent (4):

» Se normeaza probabilitdtile la cea mai mica:
Pozitia de inceput 1: Prob(AAAATTTA|P) = & 000132 -6
Pozitia de inceput 2: Prob(AAATTTACI|P) = %%%81%% =
Pozitia de Tnceput 8: Prob(ACCTTAGA|P) = Gaooisn =

> Se calculeaza probabilitatile pozitiilor de inceput pe baza
rapoartelor calculate anterior:
Probablitatea de a selecta pozitia 1 de inceput:
m = 0.706 N
Probablitatea de a selecta pozitia 2 de Tnceput:
1 _
6+1+15 — 0.118 N
Probablltatea de a selecta pozitia 8 de Tnceput:
=0.176

6+1+1 5

Gibbs sampling - un exemplu (5)

Tn ipoteza ca alegem pozitia de Tnceput cu cea mai mare
probabilitate (pozitia 1), se obtin urmatoarele secvente si pozitii de
Tnceput:

s1 =7 GTAAACAATATTTATAGC
so =1 AAAATTTACCTTAGAAGG
s3=9 CCGTACTGTCAAGCGTGG
ss =4 TGAGTAAACGACGTCCCA
ss =1 TACTTAACACCCTGTCAA

6) Se repetd pasii 2-5 pana cand nu se mai obtine nici o
Tmbun3tatire
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Analiza algoritmului “Gibbs sampling”

» Algoritmul trebuie modificat pentru cazul cdnd secventele au
distributii diferite (inegale) ale nucleotidelor

» Gibbs sampling converge adesea la motive optime local mai
degrabd decat la optime globale

» Trebuie rulat cu multe pozitii de Tnceput alese in mod aleator,
pentru a obtine rezultate bune
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Cursul nr. 10

ALGORITMI DE APROXIMARE PENTRU
PROBLEME NP COMPLETE

Cuprins

Utilitatea algoritmilor de aproximare, definitii, notatii
Problema acoperirii cu varfuri

Problema comis—voiajorului

Problema submultimii de suma maxima

Problema acoperirii multimii

Problema Tncarcarii balansate

295



Exemple de probleme NP complete

» Problema celui mai lung superstring. se dau cateva siruri de
caractere; sa se gaseasca cel mai scurt sir care le are pe toate
drept subsiruri; problema se regaseste frecvent in analiza
secventelor ADN

» Asignarea sarcinilor intr—un sistem multiprocesor: se dau o
multime de programe care trebuie executate (pentru fiecare
stim durata de executie) si niste procesoare; cum trebuie
distribuite sarcinile astfel Tncat durata totald de executie sa fie
minim3?

» Deservirea clientilor: se dau niste clienti in diferite locatii fixe,
avem o flota de masini care trebuie s3 le faca livrari; se cere
determinarea unui plan de deservire care sa duca la costuri
minime

v

O lista de probleme NP-complete se gaseste aici

Utilitatea algoritmilor de aproximare

» Although this may seem a paradox, all exact science is
dominated by the idea of approximation. When a man tells
you that he knows the exact truth about anything, you are
safe in inferring that he is an inexact man. Bertrand Russel
(1872-1970)

» Multe probleme de utilitate practica sunt NP-complete
» Variante de lucru:

1. daca dimensiunile problemelor sunt mici, atunci se poate aplica
un algoritm brute—force de timp exponential

2. se izoleaza cazuri particulare care se pot rezolva n timp
polinomial

3. se gaseste un algoritm care s3 gaseasca solutii aproape
optimale in timp polinomial

» Algoritm de aproximare: algoritm care returneaza solutii
aproape optimale
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Definitii, notatii

» Presupunem ca lucram cu probleme de optimizare: se cere
determinarea unei solutii de cost minim sau maxim

» Notam C* costul solutiei optime; putem considera ca avem
c*>0

Definitie (Raport de aproximare)

Un algoritm de aproximare are raportul de aproximare p(n) dacd
pentru orice dimensiune n a problemei:

max (CC CC) < o(n) (1)

» Daca problema este de maximizare: C < C*,
max (%, %) = % > 1; analog pentru o problema de
minimizare; deci p(n) > 1

Definitii, notatii

» Dac3d algoritmul de aproximare realizeaza un raport de
aproximare p(n), spunem c3 este un p(n)—algoritm de
aproximare

» Dorim ca algoritmul de aproximare sa se execute n timp
polinomial si p(n) sd fie cat mai apropiat de 1

» Uneori p nu depinde de n

» Alteori p(n) poate sd scadd dacd algoritmul este I3sat s3
ruleze mai mult

Definitie (Schema de aproximare)

O schemd de aproximare pentru o problem3 de optimizare este un
algoritm de aproximare care primeste la intrare o instantad a
problemei si o valoare € > 0 astfel Tncat pentru orice ¢ fixat,
schema este un (1 + ¢)—algoritm de aproximare.
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Definitii, notatii

Definitie (Schemd de aproximare in timp polinomial)

Daca pentru orice € > 0 fixat o schema ruleaza in timp polinomial,
atunci ea se numeste schema de aproximare in timp polinomial.

» |deal: scaderea lui € de cateva ori ar trebui sa duca la
cresterea timpului de calcul tot de cateva oril

» Caz in care nu avem situatia ideald: O(n?/¢)

Definitie (Schema de aproximare in timp complet polinomial)

O schemd de aproximare in timp polinomial pentru care timpul de
rulare este polinomial atat in (1/¢) cat si in n se numeste schema
de aproximare in timp complet polinomial.

» Exemplu: schem3 de aproximare cu complexitatea

O ((1/e)%n%)

!Nu neapirat de acelasi numir de ori.

Problema acoperirii cu varfuri

» Se dd un graf neorientat G = (V, E)

» O acoperire cu varfuri este un subset VV/ C V astfel incit dac3
(u, v) este o muchie din G, atunci u € V' sau v € V/ (sau
ambele)

» Dimensiunea unei acoperiri cu varfuri este numarul de varfuri
din V/

» Problema cere determinarea unui V' ca mai sus cu numar
minim de varfuri

» Problema este NP-completa

b (¢) d

Figura: Acoperirea cu varfuri optimald este multimea {b, d, e}.

298



Algoritm aproximativ pentru problema acoperirii cu varfuri

Acoperire-cu-varfuri-aprox(G)

C«+0
E' + E[G]
while E’ # ()
fie (u, v) o muchie arbitrara din E’
C«+ CU{u,v}
sterge din E’ orice muchie incident3 cu u sau v
return C

~NOoO 1w N

» Complexitatea algoritmului este data de numarul de executii
al ciclului while. Dac3 se folosesc liste de adiacenta pentru
reprezentarea lui G atunci complexitatea este O(|V| + |E|).

Problema acoperirii cu varfuri

Q=D W

Figura: Aplicarea algoritmului Acoperire-cu-varfuri-aprox pentru
un graf.(a) Graful de intrare. (b) Muchia (b, ¢) este prima munchie
aleasa de algoritm. Varfurile b, ¢ sunt addugate acoperirii cu varfuri C.
Muchiile (a, b), (c,€), (c, d) sunt sterse deoarece sunt acoperite de
varfurile b sau c. (c) Muchia (e, f) este addugatd la C. (d) Muchia
(d, g) este addugata la C. Multimea C = {b,c,d, e, f, g} este acoperirea
convexd produsd de algoritm; acoperirea optimald este {b, d, e}.
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Problema acoperirii cu varfuri

Teorema
Algoritmul Acoperire-cu-varfuri-aprox are este un 2-algoritm
de aproximare polinomial.

> Altfel zis: solutia furnizatd de algoritm are de cel mult doud
ori mai multe varfuri decat solutia optim3 C*.

Demonstratie: Multimea C este o acoperire cu varfuri a lui G
deoarece ea se completeazi atata timp cat mai existd muchii in E’.
Notam cu A multimea de muchii alese la linia 4 din algoritm; A
creste la fiecare iteratie. Cum C* este o acoperire a lui G, C*
include cel putin unul din capetele fiecarei muchii din A, deci

|C*| > |A|. Pe de altd parte, pentru u, v alese la linia 4 avem c3
niciunul din ele nu este deja in C, datoritd elimindrii muchiilor
facute anterior la linia 6, deci |C| = 2|A|. De aici

|C| = 2|A] <2|C*|. O

Problema comis—voiajorului

» Se da un graf neorientat G = (V, E); fiecare muchie (u, v) are
un cost c(u,v) >0

> Se cere gasirea unui ciclu hamiltonian A de cost minim:

A = arg min Z c(u,v)

U
A (u,v)eA!

unde A’ este ciclu hamiltonian al lui G

» Consideram c3 c(-, ) satisface inegalitatea triunghiului:

c(u,w) < c(u,v) + c(v,w) Y(u,w), (u,v),(v,w) € E

» e.g. distanta Euclidiand, distanta Manhattan

» Problema este NP-completa, cu sau fara aceastd presupunere
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Problema comis—voiajorului cu inegalitatea triunghiului

PCV-tur-aproximativ(G)
1 selecteazad un varf r € V[G] pentru a fi radacind

2 calculeazd un arbore minim de acoperire T al lui G pornind de la r

cu algoritmul lui Prim
3 fie H lista de varfuri obtinute prin parcurgere in preordine a lui T
4 return H

> Chiar folosind o varianta neeficientd a algoritmului lui Prim,
complexitatea lui PCV-tur-aproximativ este O(|V/|?)

Problema comis—voiajorului cu inegalitatea triunghiului

Figura: (a) Un graf neorientat. Distanta dintre varfuri este distanta
Euclidian3. (b) Un arbore minim de acoperire pentru graful dat, folosind
varful a ca rddicind. (c) O parcurgere a lui T plecand din ridicina a.
Parcurgerea Tn preordine este a, b, c, h,d, e, f,g. (d) Un ciclu al varfurilor
obtinut pe baza parcurgerii in preordine, solutia returnatad de algoritmul
de aproximare. Costul lui este aproximativ 19.074. (e) Un ciclu
hamiltonian optimal H*, cu costul aproximativ 14.715, cu circa 23% mai
mic decat dat de algoritmul de aproximare.
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PCV cu inegalitatea triunghiului - rezultat teoretic |

Teorema
Algoritmul de aproximare PCV-tur-aprozimativ(G) este un 2-algoritm
de aproximare polinomial.

Demonstratie: Fie H* un ciclu hamiltonian de cost minim. Stergand o
muchie se obtine un arbore de acoperire; ludnd in considerare ca muchia
stearsd are cost nenegativ si cd arborele T determinat in linia 2 a
algoritmului este de cost minim, obtinem

c(T) < c(H) (2)

O parcurgere completd W al lui T se obtine prin enumerarea varfurilor in
preordine, ori de cate ori varfurile sunt atinse. De exemplu, pentru
parcurgerea de la slide-ul 14 W = a, b,c, b, h,b,a,d,e,f, e, g,e,d, a. O
parcurgere completd contine fiecare muchie a grafului de exact doua ori,
avem:

c(W) =2¢(T) (3)

PCV cu inegalitatea triunghiului - rezultat teoretic Il

Din ecuatiile (2) si (3) obtinem
c(W) < 2¢(H") (4)

Datoritd varfurilor repetate, parcurgerea completa W nu este un ciclu
Hamiltonian. Datorita inegalitatii triunghiului, putem scoate varfuri din
W fard ca sa crestem costul total al drumului. Fiecare a doua aparitie de
varf in W este stersa din W. Pentru exemplul considerat obtinem exact
a,b,c,h,d, e f,g si se poate ardta c3d acesta este chiar H returnat de
algoritmul PCV-tur-aproximativ. Deoarece H se obtine stergand
varfuri din W avem ca:

c(H) < (W) (5)

Combinand (4) si (5) obtinem ¢(H) < 2¢(H*). O
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Problema generala a comis—voiajorului

» Dac3 renuntdm la presupunerea c3 functia de cost ¢ satisface
inegalitatea triunghiului obtinem forma generald a PCV

Teorema
Dacd P # NP atunci pentru orice constantd p > 1 nu existd un
p-algoritm polinomial de aproximare.

Demonstratie: Vezi [1], sectiunea 35.2.2. O

Problema submultimii de suma maxima

» Se dau o multime S = {x1, x2, ..., x,} de numere naturale si
un numar natural t

» Problema de decizie: sa se determine daca exista o
submultime a lui S pentru care suma elementelor continute
este exact t

» Problema de optimizare derivata: sa se determine o
submultime a lui S pentru care suma elementelor este cat mai
mare posibild, fara a depasi pe t

» Abordare brute—force: se determin3 toate submultimile S’ ale

lui S si se calculeaza suma elementelor continute

» Complexitatea este exponentiald, deoarece multimea partilor
lui S are 2I5I submultimi
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Problema submultimii de suma maxima

>

Notatie: pentru L lista de intregi si x un numar natural, L + x
este lista obtinutd prin adunarea lui x la fiecare element din L

» exemplu: L=1(1,2,3,5,9), x =2, L+ x = (3,4,5,7,11)
Folosim o procedura care preia doua liste ordonate crescator si
returneaza lista obtinuta prin interclasarea lor, fara duplicate
Complexitatea interclas3rii: ©(|L| + |L'|)

Algoritm care implementeazd ideea brute-force:

Submultime-suma-maxima(S, t)

1
2
3
4
5
6

n < |S|
Lo = (0)
fori=1,n
L; + Interclaseaza — liste(L;_1, Li—1 + x;)
scoate din L; elementele mai mari decat t
return cel mai mare element din L,

Problema submultimii de suma maxima

Notam cu P; multimea tuturor valorilor obtinute prin
selectarea unei submultimi — posibil vide — a lui
{x1,X2,...,%} si insumarea membrilor s3i

> exemplu: S ={1,4,5}; P, ={0,1}; P, ={0,1,4,5},
P; =1{0,1,4,5,6,9,10}.
Observam c3 P; = Pi_1 U (Pi—1 + x;)
Prin inductie dupa i se poate arata ca L; contine fiecare
element al lui P; mai mic sau egal decéat t
Tot prin inductie: |L;| < 2 deci algoritmul
Submultime-suma-maxima este de complexitate exponentiala
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Problema submultimii de suma maxima

>

Euristica pentru algoritmul de aproximare: daca doua numere
dintr—o listd sunt suficient de apropiate, atunci poate fi
mentinut doar unul din ele

Consideram un parametrul al algoritmului: 0 < 6 <1
Filtrarea unei liste L Tnseamn3 obtinerea listei L’ cu num3r
minim de elemente, a.i. pentru fiecare element y care a fost
scos din L s§ avem un z € L/, z < y ce aproximeaz3 pe y :

y—z
y

<9 (6)

Obtinem: (1 —-90)y <z<y
Fiecare z devine astfel reprezentantul valorii y si deci y va fi

scoasa din L

Exemplu: pentru L = (10,11,12,15,20,21,22,23,24,29) si
5 = 0.1 lista filtrat3 este L’ = (10, 12,15, 20, 23, 29)

Problema submultimii de suma maxima

>

Algoritmul de filtrare:

Filtreaza(L, ¢)

1
2
3
4
5
6
7
8

>

>

>

m <« |L|

L'+ {y1)

ultimul < y1

for i =2, m

if ultimul < (1—290)y;

adaug3 y; la sfarsitul lui L'
ultimul < y;

return [’

Intuitiv: un num3r din L este ad3ugat la L’ doar dac3 nu
poate fi reprezentat de cel mai recent numar introdus in L’
Evident: orice element care apare in L este din L; dac3 L e
sortatd, atunci la fel e si L’

Complexitate: ©(|L])
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Problema submultimii de suma maxima

Suma-submultimi-aprox(S, t, &)
n <« |S|
Lo — <0>
for i< 1,n
L; < Interclaseaza — liste(L;—_1, Li—1 + x;)
L; < Filtreaza(L;,c/n)
sterge din L; toate elementele mai mari decat t
Fie z maximul din L,
return z

O ~NO 1 W

Problema submultimii de suma maxima

> Exemplu: L = (104,102,201,101), t = 308,
e=02=0§=¢/4=0.05

linia2 Lo =(0)

linia 4 Ly = (0, 104)

linia5 L; = (0,104)

linia6 L; = (0,104)

linia 4 Ly = (0,102,104,206)

linia 5 Ly = {0,102, 206)

linia 6 Ly = (0,102,206)

linia 4 L3 =(0,102,201,206,303,407)
linia5 L3 = (0,102,201, 303,407)
linia 6 L3 = (0,102,201, 303)

linia 4 Ly = (0,101, 102, 201, 203, 302, 303, 404)
linia 5 Ly = (0,101,201, 302, 404)
linia 6 Ly = (0,101,201, 302)
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Problema submultimii de suma maxima: rezultat teoretic |

Teorema
Algoritmul Suma-submultimi-aprox este o schema de aproximare
In timp complet polinomial pentru problema sumei submultimii.

Demonstratie: Operatiile de filtrare din liniile 5 si 6 ale
algoritmului duc de la un L; submultime a lui P; la o multime cu
aceeasi proprietate, deci valoarea z returnata de algoritm este
suma unei anumite submultimi a lui S. Vom arata ca z nu este de
(1 —€) ori mai micd decat suma unei multimi optimale:
C(l-eg)<C=2z

Prin filtrare inducem o eroare de cel mult £/n intre valorile
reprezentative ramase n L; si valorile de dinainte de filtrare. Prin
inductie dupa / putem arata ca Vy € P,y <t dz € L;:

(1 —¢/n)'y < z<y. Daci y* € P, este optimul c3utat, atunci
dzely (1—¢/n)"y* <z <y*

(1 —&/n)" este crescdtoare cu n, deci pentru n > 1:
l1—e<(1—¢/n)"sideci (1—¢)y* <z

Problema submultimii de suma maxima: rezultat teoretic Il

Pentru complexitatea algoritmului cdutdm un majorant al lui |L;|.
Dup3 filtrare, oricare dou3 elemente succesive z si z’ din L; sunt in
relatia z/z' > 1/(1 —&/n) si de aici, numarul maxim al elementelor
din orice L; este:

o . Int nint
B1/(1—/m t = —In(l—¢/n) = ¢

Marginea e deci polinomiald in n, 1 /e si logt = num3rul de biti
necesari pentru reprezentarea lui t. Timpul de executie al
algoritmului Suma-submultimi-aprox este polinomial in lungimea
lui L; si de aici Suma-submultimi-aprox este o schemad de
aproximare in timp complet polinomial. ]
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Problema acoperirii multimii

» Problema de optimizare, privind alocarea de resurse

» O instantd (X, F) a problemei acoperirii multimii const3
ntr—o multime finita X si o familie F de submultimi ale lui X

astfel Tncat
X=1Js
SeF

» Se cere determinarea unei submultimi C C F cu |C| minim a.i.

x=1[]Js

Sec

» |C| = dimensiunea lui C

Problema acoperirii multimii

» Problema are o forma generald care se regaseste in multe alte
situatii

» Exemplu concret: X ={1,2,3,4,5},
F={{1,2,3},{2,4},{3,4},{4,5}}; evident, F realizeazd o
acoperire a lui X, dar acoperire de dimensiune minim3 este
{{1,2,3},{4,5}}

» Problem3 practica: avem un set de abilitdti si de oameni care
dispun de anume abilitati; trebuie gasit un comitet format din
cat mai putini indivizi pentru care abilitatile prezente sa
acopere abilitatile cerute.
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Problema acoperirii multimii: exemplu

o« o

]
®
5
(]

|

(o

L e
85 5

Figura: O instantd a problemei acoperirii multimii pentru U formata din
12 elemente si S = {S1,...,Ss}. O acoperire a lui U cu num3r minim de
multimi din S este {S3, S4, S5}

Problema acoperirii multimii: algoritm de aproximare

> Ideea de baza: la fiecare iteratie se alege n stil greedy
multimea S care contine cele mai multe elemente neacoperite
anterior

Acoperire-multimi-greedy (X, F)

U<+ X //multimea de elemente inca neacoperite

C+ 10 //acoperirea ce se construieste iterativ

while U # ()
selecteazd un S € F care maximizeazd |S N U] //pas greedy
U~U-=5
C+CU{S}

return C

~NOoO B w N

» Complexitate:
> numdrul de iteratii este O(min(|X]|, |F|))
» corpul ciclului are complexitatea O(|X||F])
» total: O(|X||F| min(|X],|F|))
> Se poate ajunge la algoritm de complexitate O(> 5. 7 |S])
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Problema acoperirii multimii

> Pentru exemplul dat in figura de mai jos, algoritmul alege in
ordine: S1, S4, Ss urmat de S3 sau Sg.

o o
. .
(o o

S 5

Figura: Subsetul de acoperire cu num3r minim de multimi este
{537 54755}-

Problema acoperirii multimii

s

Il
A

» Notatie: H(m) =
» H(m) € ©(log m)

Teoremad
Acoperire-multimi-greedy este un p(n)—algoritm de
aproximare polinomial, unde p(n) = H(max{|S| : S € F})

Demonstratie: A se vedea sectiunea 35.3 din [1]. O

Corolar
Acoperire-multimi-greedy este un (In|X| + 1)-algoritm de
aproximare polinomial.

» Cum functia In nu creste foarte repede, algoritmul este util.
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Problema incarcarii balansate

» Problema:
> avem m masini My, ... M,
> avem n sarcini, fiecare cu un timp de executie t; > 0
» vrem plasarea sarcinilor pe masini astfel incat Tncarcarea
masinilor s3 fie cat mai echilibratad
» Notam A(/) multimea sarcinilor repartizate masinii M;

v

Timpul de lucru necesar pentru masina M;:

T;:th

JEA(T)

» Dorim minimizarea duratei totale T = max; T;

v

Problema este NP-complet3 [2]

Problema incarcarii balansate

> Algoritm greedy:

Balansare-Greedy(m, n, ti<j<p)

1 fori=1m

2 T,' 0

3 A,' < @

4 forj=1,n

5 [ 4—=argminjcpcm Tk

6 / /indicele masinii cu cea mai mics inc3rcare
7 //Asigneazd sarcina j masinii M;:

8 A+ AU {_j}

9 Ti< T+t

10 return A;, 1 <i<m
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Problema incarcarii balansate

> |deea de baza: cea mai putin Tncarcata masina preia
urmatoarea sarcina
» Exemplu: n=6, tj € {2,3,4,6,2,2}, m=3

Figura: Rezultatul furnizat de algoritmul Balansare-Greedy

» Complexitate: daca se foloseste cdutarea in mod repetat a
minimului in linia 5, complexitatea este ©(mn); prin folosirea
unui min-heap se poate micsora complexitatea

» calculati complexitatea algoritmului pentru cazul in care se

foloseste un min—heap; considerati efortul de actualizare a
heap—ului in linia 8

Problema incarcarii balansate

» Notdm cu T* durata totald optima (minima)

» Consideram timpul total ZJ- tj; avem cel putin o masind care
sa execute cel putin o fratie 1/m din munca totald

» Obtinem deci c3 durata totald minima Tndeplineste conditia:

1 n
T">=> 7
_m;J (7)

» Existd un caz extrem n care inecuatia (7) d3 o margine
departata: una din sarcini are durata foarte mare comparativ
cu toate celelalte

» dacd aceastd sarcina este prima, algoritmul
Balansare-Greedy determind comportamentul optim alocand
sarcina unei masini care nu va mai executa altd sarcind

> aceastd masina va fi si ultima care se va opri

» deci in acest caz T* = timpul celei mai lungi sarcini

» Deducem nca o margine inferioara a lui T*:

T" > max t (8)
1<j<n

312



Problema incarcarii balansate |

Teorema

Algoritmul Balansare-Greedy produce o asignare de sarcini cu
durata totald T <2T*

Demonstratie: Considerdm masina M; care are Tnc3rcarea
maxima; timpul total de executie a sarcinilor alocate acestei masini
il d3 totdatd pe T, deci T = T;. Considerdam ultima sarcind t; care
este alocatd lui M;. Dacad t; nu e prea mare fata de celelalte
sarcini, atunci prima margine inferioard datd in (7) este cea mai
apropiatd. Dacd t; este disproportionat de mare fata de restul,
atunci a doua margine inferioard (8) are acuratete mai mare.

Cand se asigneaza sarcina j lui M;, M; are cea mai mic3 Tnc3rcare
— conform strategiei de alegere din algoritm. ncSrcarea lui M;
inaintea asigndrii sarcinii j este T; — t;; orice altd masind are cel

Problema incarcarii balansate Il

putin incarcarea T; — t;. Insumand incdrcarea tuturor masinilor
avem:

m
1
ZTkZm(Ti_tj)@Ti_thEZTk
k=1
m

n
Evident, > Ty = >_ tj; aplicand si inegalitatea (7) avem ca
k=1 j=1

T, — t; < T*
Din inecuatia (8) avem ca t; < T*. Obtinem fn final:

T:T,':(T,'—tj)—i-tJ'SQT*
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» Caz Tn care raportul de aproximare este oricat de apropiat de
2:

> m masini, n = m(m — 1) + 1 sarcini

> primele n — 1 sarcini au durata t; = 1, ultima are durata
t,=m

» algoritmul distribuie echilibrat primele n — 1 sarcini si pune a
n—a sarcind pe o masina oarecare

» obtinem T =2m—1

» distribuirea optima este: sarcina n separat pe o masina,
primele n — 1 sarcini distribuite echilibrat pe restul de m — 1
masini = T*=m

> Avem

lim T =2

m—oo | *

> Analiza efectuatd da un rezultat de marginire “strans”
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Solut_la data de Solutia optimala
algoritmul Greedy Algoritmul Greedy

a procedat bine
pana cand a ajuns

oot I utma sarcina -_. ‘1 _}
1BH HE

M, M, M; M, M, M, M My

Figura: Solutia datad de algoritmul Greedy vs. solutia optimala

» Putem Tmbun3tati algoritmul de aproximare

» Intuitiv: cazul cel mai nefavorabil este cand ultima sarcina din
listd are durata cea mai mare iar masinile sunt deja ocupate
cu alte sarcini

» Distribuirea sarcinilor cu timp t; mai mare primele ar putea
micsora durata totalad
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Balansare-Sortata(m, n, ti<j<n)

1 fori=1m

2 T,' +~0

3 A,‘ —0

4 sorteazad sarcinile Tn ordinea descrescatoare a duratelor de executie
5 forj=1,n

6 [ 4<—argmincpen, Tk

7 / /indicele masinii cu cea mai mic3 incircare

8 //Asigneazd sarcina j masinii M;:

9 A+ AU {j}

10 T;(—Ti-l-tj
11 return A;, 1 <i<m
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» Daca m > n atunci algoritmul Balansare-Sortata este
optimal, deoarece asigneaza fiecdrei masini o singurd sarcina

Lema
Daca sunt mai mult de m sarcini, atunci T* > 2t;41.

Demonstratie: Consideram doar primele m + 1 sarcini n ordinea
descrescatoare a duratelor. Avem deci t; > tp > -+ >ty > tmi1.
Primele m sarcini sunt distribuite cate una pe masing; a (m+ 1)-a
sarcind se distribuie unei masini care deja are ceva alocat. Timpul
de executie este dat de aceasta si deci este cel putin 2ty,41. ]
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Teorema
Algoritmul Balansare-Sortata are raportul de aproximare 3/2.

Demonstratie: Trebuie sa aratam ca T < %T*. Consideram
masina care are incdrcarea maxima — si deci cea care da durata
ntregului proces. Dacd M; are o singura sarcind, atunci alocarea
este optimala. Presupunem deci ca masina M; are doud sarcini
alocate. Fie t; durata ultimei sarcini alocate lui M;. Avem cd
Jj = m+ 1 — deoarece primele m sarcini au fost asignate primelor m
masini — si deci t; <ty < %T*.
Se procedeaza ca in demonstratia de la teorema pentru algoritmul
Balansare-Greedy, se obtine T; — t; < T™ si folosind inegalitatea
anterioara obtinem T = T; < %T*.

L]
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