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Prefat��a

Chiar dac�a acest material este suportul cursului de Ret�ele neurale� de�a lungul
timpului acest curs a ��nceput s�a cont�in�a capitole noi� la interferent�a ret�elelor
neurale cu sistemele fuzzy �si algoritmii genetici
 Aceasta este ��n concordant��a cu
tendint�ele actuale ��n lume


De aceea� am preferat denumirea de inteligent��a computat�ionala
 Inteligent�a
computat�ional�a� a�sa cum a fost de�nit�a de Bezdek�� are ca obiectiv modelarea
inteligent�ei biologice
 Din acest punct de vedere� ea este similar�a domeniului
numit inteligent��a arti�cial�a
 Spre deosebire de inteligent�a arti�cial�a� care este
bazat�a pe not�iunea de cuno�stint��a� inteligent��a computat�ional�a este o modelare
numeric�a a inteligent�ei biologice
 Putem vorbi deci de trei tipuri de 	inteligent��a	�
biologic�a� arti�cial�a �si computat�ional�a


Inteligent�a computat�ional�a este format�a din urm�atoarele subdomenii� ret�ele
neurale� algoritmi genetici� programare evolut�ionar�a� sisteme fuzzy� viat��a arti�
�cial�a
 �In contextul inteligent�ei computat�ionale� toate aceste subdomenii sunt
legate de modelarea numeric�a a inteligent�ei biologice


Acest curs acoper�a majoritatea subdomeniilor inteligent�ei computat�ionale

Fiecare capitol ofer�a� pe l�ang�a informat�ii teoretice� c�ate o sect�iune de aplicat�ii�
urmat�a de un set de exercit�ii� cele marcate prin �C� �ind destinate implement�arii
pe calculator
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Capitolul �

Preliminarii ��n calculul neural

Calculul neural se efectueaz�a pe o ret�ea dens�a de noduri �si conexiuni
 Aceste
noduri lucreaz�a ��n mod colectiv �si simultan �si se numesc neuroni arti�ciali� sau
neuroni
 Neuronii pot opera� de exemplu� ca sumatoare sau comparatoare
 De
obicei� neuronii lucreaz�a ��n paralel �si sunt con�gurat�i ��n arhitecturi regulate

Astfel� ei pot � organizat�i pe nivele ierarhice �si se permit conexiuni feedback ��n
cadrul unui nivel sau conexiuni feedback c�atre nivelele adiacente
 Puterea �ec�arei
conexiuni este exprimat�a printr�o valoare numeric�a numit�a pondere� care poate �
modi�cat�a


Domeniul ret�elelor neurale este cunoscut �si sub denumiri similare� neuro�
calcul� conexionism� procesare paralel�a distribuit�a� sisteme adaptive� ret�ele cu
autoorganizare etc
 Aceast�a varietate indic�a de fapt tot at�atea perspective din
care se studiaz�a ret�elele neurale


Ret�elele neurale funct�ioneaz�a ca ret�ele paralele distribuite
 Caracteristica lor
de baz�a este arhitectura
 Unele ret�ele sunt caracterizate de comportarea lor ��n
timp� de dinamica lor
 Ret�elele neurale difer�a ��ntre ele prin modul de ��nv�at�are�
exist�a o varietate de reguli de ��nv�at�are care stabilesc c�and �si cum se modi�c�a
ponderile conexiunilor
 �In �ne� ret�elele difer�a prin viteza �si e�cient�a de ��nv�at�are


Spre deosebire de calculatoarele convent�ionale� care sunt programate s�a efec�
tueze anumite lucr�ari� majoritatea ret�elelor neurale trebuie s�a �e ��nv�at�ate �sau
instruite�
 Ele ��nvat��a noi asocieri� noi pattern�uri� noi dependent�e funct�ionale

Dup�a cum vom vedea mai t�arziu� faptul c�a ret�elele ��nvat��a reguli �si algoritmi
��nlocuie�ste programarea necesar�a ��n calculul convent�ional
 Utilizatorii ret�elelor
neurale nu speci�c�a un algoritm care s�a �e executat de c�atre un anumit neu�
ron� cum s�ar ��nt�ampla pe o ma�sin�a tradit�ional�a
 �In loc de aceasta� ei aleg o
con�gurat�ie care li se pare cea mai bun�a arhitectur�a� speci�c�a toate caracteristi�
cile neuronilor �si ponderile init�iale� apoi aleg modul de instruire pentru ret�ea
 �In
urm�atoarea faz�a� sunt aplicate diferite date de intrare din care ret�eaua ���si extrage
cuno�stint�e� adic�a ��nvat��a
 Ca rezultat� ret�eaua acumuleaz�a informat�ie care poate
� apoi utilizat�a


Calculul cu ret�ele neurale se situeaz�a��ntre inginerie �si inteligent�a arti�cial�a
 Se
folosesc tehnicile matematice inginere�sti clasice� dar �si metode euristice speci�ce
inteligent�ei arti�ciale
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�In acest sens vom r�aspunde la urm�atoarele ��ntreb�ari�

� Cum poate � instruit�a e�cient o ret�ea �si cum se ��nvat��a ea�

� Ce modele de neuroni trebuie folosite�

� Care sunt cele mai adecvate arhitecturi pentru anumite clase de probleme�

� Care sunt cele mai bune metode pentru a extrage cuno�stint�ele acumulate
��ntr�o ret�ea�

� Care sunt aplicat�iile tipice pentru calculul neural �si c�at de e�ciente sunt
aceste aplicat�ii�

Ret�elele neurale au atras atent�ia speciali�stilor din numeroase discipline
 Neu�
robiologii sunt interesat�i ��n modelarea ret�elelor neurale biologice
 Fizicienii sunt
atra�si de analogiile dintre ret�elele neurale �si sistemele dinamice neliniare pe care
le studiaz�a
 Matematicienii sunt fascinat�i de potent�ialul model�arii matematice
aplicat ��n sistemele foarte mari �si complexe
 Inginerii ��n electronic�a �si calcu�
latoare aplic�a ret�elele neurale ��n procesarea semnalelor �si construiesc pe baza
ret�elelor neurale circuite integrate inteligente
 Psihologii caut�a ��n ret�elele neu�
rale structurile prototip care modeleaz�a procesarea informat�iei de c�atre om
 �In
�ne� informaticienii sunt interesat�i ��n posibilit�at�ile de calcul ale ret�elelor masiv
paralele ��n domeniile inteligent�ei arti�ciale� teoriei calculabilit�at�ii� model�arii �si
simul�arii etc


��� Calculul neural� exemple

Ne propunem s�a d�am c�ateva exemple de utilizare a ret�elelor neurale ��n rezolvarea
unor probleme reale


Clasi�catori �si sisteme automate de orientare ��n spat�iu

Vom de�ni ret�elele neurale care r�aspund instantaneu datelor de intrare
 Pentru
��nceput� vom analiza performant�ele unui simplu clasi�cator� apoi vom extinde
aceast�a problem�a


Fie P�� P�� � � � � P� opt puncte ��n spat�iul tridimensional
 Mult�imea const�a din
toate v�arfurile unui cub tridimensional�

fP������������ P�������� ��� P����� ������ P����� �� ���
P������� ��� P������� ��� P���� ������ P���� �� ��g

Consider�am dou�a clase de puncte�

�
 puncte cu dou�a sau mai multe coordonate pozitive� P�� P�� P�� P��

�
 restul de puncte
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Figura ���� Partit�ionarea spat�iului cartezian�

Pentru orice punct Pi�x�� x�� x��� i � �� � � � � �� apartenent�a la una dintre clasele
de mai sus poate � stabilit�a prin urm�atorul calcul�

sgn�x�� x�� x�� �

�
� pentru clasa �

�� pentru clasa �

Aceast�a expresie descrie funct�ia de decizie a unui clasi�cator
 Nu este necesar�a
o instruire a acestui clasi�cator
 Ret�eaua neural�a rezultat�a este extrem de simpl�a
��g
 �
��


Am realizat clasi�carea printr�o singur�a unitate� sau nod de calcul
 Aceasta
implementeaz�a ��nsumarea cu ponderile respective �� ��n acest caz� �si este urmat�a
de o comparare cu prag


De fapt� se realizeaz�a o partit�ionare a spat�iului cartezian tridimensional prin
planul x� � x� � x� � 
 ��g
 �
��
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Punctele de deasupra planului fac parte din clasa �� iar punctele de dedesupt
din clasa �


Problema pe care ne�o punem este dac�a o funct�ie continu�a nu poate � mai
avantajoas�a ��g
 �
��


-1

Σ

1
f(  )Σ

Figura ���� Funct�ie continu�a de decizie�

�In acest caz� datele de ie�sire pot � ��n intervalul dintre �� �si �
 Folosirea
neuronilor cu caracteristici continue ofer�a posibilit�at�i mult mai mari
 Se obt�ine
o granularitate �o ra�nare� mai mare a datelor de ie�sire


Neurologii folosesc electro�encefalograma �EEG� care preia pe mai multe ca�
nale impulsurile electrice ale creierului
 Evaluarea EEG este di�cil�a �si de aceea se
face de obicei de c�atre neurologi cali�cat�i
 Pentru o monitorizare pe calculator�
s�a ne concentr�am pe un caz concret� detectarea unei iminente crize de epilepsie

Este nevoie de o prelucrare on�line a semnalelor EEG


�In ���
� Eberhart �si Dobbins au realizat detectarea semnalelor EEG pentru
crizele de epilepsie folosind un clasi�cator neural
 Datele sunt monitorizate prin
patru canale de interes
 Semnalele EEG sunt e�santionate de �

 sau ��
 ori
pe secund�a ��ntr�o fereastr�a de ��
 ms
 Aceasta are ca rezultat obt�inerea a ��
sau �
 de e�santioane de date pentru �ecare canal
 Aceste e�santioane trebuie
evaluate �si sunt introduse ��ntr�o ret�ea neural�a de �
 de unit�at�i interconectate� cu
caracteristici continue
 Un total de �� de unit�at�i aranjate pe trei nivele ierar�
hice proceseaz�a datele
 Dou�a unit�at�i de ie�sire sunt utilizate pentru identi�carea
v�arfurilor de semnal


Ret�eaua a fost elaborat�a de o echip�a de ingineri �si neurologi
 Dup�a ce a fost
instruit�a� ret�eaua a dat rezultate excelente dovedindu��si utilitatea ��n spitale


S�a consider�am un alt exemplu� proiectul ALVINN �Autonomous Land Ve�
hicle In a Neural Network�� raportat de Pomerleau ������
 Ret�eaua ALVINN
preia imagini ale drumului printr�o camer�a �si printr�un laser care detecteaz�a pro�
funzimea obiectelor
 La ie�sire este generat�a direct�ia pe care trebuie s�a circule
autovehiculul pentru a urma drumul
 Arhitectura ret�elei este cea din �gura �
�
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Figura ���� Arhitectura ret�elei ALVINN�

Informat�ia video este o retin�a de �
x�� care sesizeaz�a ��n albastru �ofer�a cel
mai bun contrast�
 Unitatea de feedback regleaz�a contrastul
 Cele ���� intr�ari
conduc spre �� unit�at�i cu funct�ie continu�a
 Unitatea din mijlocul celor �� de
unit�at�i de ie�sire arat�a c�at de puternic�a este tendint�a de a merge ��nainte
 Unit�at�ile
din st�anga�dreapta reprezint�a tendint�ele de a o lua la st�anga�dreapta
 Unit�at�ile
din extremit�at�ile st�ang�a �si dreapt�a corespund virajelor st�anga�dreapta c�at mai
accentuate


ALVINN a fost instruit prin imagini sintetizate pe calculator
 Performant�ele
obt�inute au fost comparabile cu caracteristicile celor mai bune sisteme tradit�io�
nale de orientare prin vedere arti�cial�a


Capacitatea sistemului ALVINN de a p�astra direct�ia drumului nu a fost im�
plementat�a prin programare �algoritm�� ci se bazeaz�a pe cuno�stint�ele asimilate
prin instruire
 Dup�a ��� or�a de instruire� sistemul era capabil s�a se orienteze sin�
gur pe drum
 Altfel ar � fost necesare luni de zile pentru dezvoltarea algoritmilor
care s�a recunoasc�a pattern�urile din imaginile preluate


S�au f�acut observat�ii interesante
 Astfel� ret�eaua s�a comportat mai bine dup�a
ce a fost instruit�a s�a refac�a erori de conducere
 Prin aceasta� ret�eaua �si�a dezvoltat
m�asurile de corectare a conducerii


Memorie simpl�a �si restaurarea pattern�urilor

Vom discuta acum despre ret�ele neurale care r�aspund ��n timp datelor de intrare
�un pattern ��n acest caz�
 Deoarece ele fac acest lucru ��ntr�un mod foarte ca�
racteristic� prin reconstruct�ia treptat�a a unui pattern memorat� vom numi aceste
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ret�ele memorii

Fie ret�eaua simpl�a din �gura �
�


sgn(.)
Σ1

unitatea 1
o1+

sgn(.)
Σ o+ 2

unitatea 2

2

sgn(.)
Σ o+ 3

unitatea 3

3

-1
1

1

-1

-1
-1

Figura ���� Ret�ea memorie�

Ret�eaua const�a din trei unit�at�i care calculeaz�a valorile funct�iei signum� trei
noduri de��nsumare �si �sase ponderi care pot ���
 Semnalele care trec prin ponderi
sunt ��nmult�ite cu valoarea ponderilor
 Presupunem c�a ret�eaua este init�ializat�a
la ie�sire cu o� � o� � o� � � �cazul �� tab
 �
��
 C�and se permite ret�elei s�a
calculeze� intr�arile la unit�at�ile � �si � sunt 
� ��n timp ce la unitatea � este ��
 Ca
rezultat� o� �si o� nu se modi�c�a� deoarece sgn�
� nu este de�nit� ��n timp ce o�
devine ��
 Urmeaz�a cazul �� care este o ie�sire �nal�a deoarece nu se mai poate
modi�ca
 Cazurile � �si � sunt alte exemple de tranzit�ii posibile
 Observ�am c�a �si
cazurile � �si � duc apoi la cazul �� oper�and c�ate o singur�a modi�care


Iat�a cum se reprezint�a geometric aceste actualiz�ari efectuate de ret�eaua de tip
memorie descris�a
 Se vede c�a P���� ����� este ie�sirea stabil�a a memoriei
 C�and
o singur�a component�a a vectorului de init�ializare binar �o�� o�� o�� difer�a de P��
ret�eaua corecteaz�a aceast�a component�a
 Ie�sirea este apoi ment�inut�a constant�a

Dac�a P� reprezint�a descrierea corect�a a unui pattern� iar P�� P�� P� variante
distorsionate ale lui P�� memoria are capacitatea de a restaura variantele distor�
sionate asimil�andu�le cu P� ��g
 �
��


Acest concept de memorie poate � extins cu u�surint��a la lumea real�a a aplica�
t�iilor


Probleme de optimizare

Ret�elele neurale pot � aplicate cu succes pentru rezolvarea unor probleme de
optimizare
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Tabelul ���� Exemple de tranzit�ii ale ret�elei tip memorie� X ��nseamn�a sgn���� iar ie�sirile
��ncadrate sunt cele care se modi
c�a�

Cazul Nr
 unit�at�ii Ie�sirea actual�a � sgn��� Ie�sirea urm�atoare
� � 
 X �

� � � 
 X �

� � �� �� ��
� � � � �

� � � � � ��
� �� �� �� ��

� �� � � �
� � � 
 X �

� �� 
 X ��
� � 
 X �

� � �� � � �
� �� 
 X ��

S�a presupunem c�a valoarea analogic�a x� 
 � x � �� � trebuie digitizat�a ��ntr�un
num�ar binar v�v�� �v�� v� � f
� �g�� astfel inc�at

x � �v� � v��

Exist�a� evident� patru posibilit�at�i� 

� 
�� �
� ��
 O ret�ea similar�a cu memoria
din exemplul precedent poate rezolva aceast�a conversie ��g
 �
��


Ret�eaua const�a din dou�a unit�at�i cu caracteristici continue� �ecare cu r�aspuns
��n intervalul dintre 
 �si �
 La cele dou�a unit�at�i� ret�elei i se mai adaug�a un num�ar
de elemente de interconectare pe care nu le speci�c�am


Conversia corespunde minimiz�arii erorii de conversie A�D� unde eroarea este
�x� �v� � v��

�� ��n prezent�a restrict�iei v�� v� � f
� �g
 Aceast�a problem�a de mini�
mizare este rezolvabil�a de c�atre o anumit�a clas�a de ret�ele neurale
 Caracteristic
acestei clase este c�a se minimizeaz�a a�sa numita funct�ie de energie pe parcursul
calculului


Proprietatea de minimizare a energiei este de important��a foarte mare �si se
formuleaz�a astfel� ret�eaua ���si caut�a singur�a energia ei minim�a �si se stabilizeaz�a
acolo
 O serie de probleme de optimizare se transpun direct ��n minimizarea
funct�iei de energie a unei ret�ele neurale
 Minimizarea energiei de c�atre ret�ea
poate � considerat�a analog�a minimiz�arii erorii de conversie A�D


Clasa de ret�ele neurale exempli�cat�a prin conversia A�D este utilizabil�a �si pen�
tru probleme de optimizare combinatoric�a��n care complexitatea este exponent�ial�a
sau� mai r�au� ��n ordinul lui n�
 �In aceste probleme� este important s�a se reduc�a
ordinul timpului de c�autare
 Ret�elele neurale ofer�a �si ��n acest sens o alternativ�a
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Figura ���� Actualiz�arile efectuate de ret�eaua de tip memorie�

Detectarea grup�arilor �si a tr�as�aturilor

O clas�a important�a de ret�ele neurale pot � utilizate pentru detectarea grup�arilor
de date
 Aceste ret�ele sunt calate pe anumite aspecte de similaritate ��n datele
evaluate
 De exemplu� se poate s�a �m interesat�i ��n a grupa anumite rezultate
de m�asurare ��n scopul elimin�arii erorilor sistematice care pot ap�area ��n timpul
m�asur�arii
 Deoarece zgomotul este aleator� el nu formeaz�a grup�ari� ci doar per�
turb�a formarea grup�arilor reale de date


Detectarea grup�arilor �si tr�as�aturilor prezint�a importante propriet�at�i de au�
toorganizare care sunt legate de inteligent�a arti�cial�a �si teoria informat�iei
 Re�
t�elele din aceast�a clas�a au ��n general arhitecturi simple� dar subtilit�at�ile apar ��n
timpul procesului de autoorganizare


Detectarea tr�as�aturilor se raporteaza la reducerea dimensionalit�at�ii datelor

De exemplu� semnalul vorbirii const�a din �� canale de frecvent��a audio
 Fonemele
sunt deci descrise ��ntr�un spat�iu ���dimensional
 Problema este c�a nu putem
reprezenta astfel fonemele� deoarece capacitatea noastr�a de vizualizare se reduce
la trei dimensiuni
 Utiliz�and o ret�ea neural�a� este posibil s�a reprezent�am spectrul
���dimensional al vorbirii ��ntr�un tablou ��n plan
 Secvent�a fonemelor unui cuv�ant
formeaz�a o traiectorie speci�c�a ��n plan
 Aceste h�art�i fonotopice pot � foarte utile
��n construirea ma�sinilor de scris fonetice� ��n ��nv�at�area vorbirii �si pentru terapie




���� ISTORICUL DEZVOLT�ARII RET�ELELOR NEURALE ��

v

unitatea 1

1

retea   de

interconectare

unitatea 0

v0

x

analogica
intrare

digitala
iesire

Figura ��	� Diagram�a bloc a unui convertor A�D pe doi bit�i�

��� Istoricul dezvolt�arii ret�elelor neurale

McCulloch �si Pitts ������ au propus primul model pentru neuron
 Acest model
include toate elementele pentru a efectua operat�ii logice� dar la acel nivel tehno�
logic era imposibil de implementat


Donald Hebb ������ a propus un model de ��nv�at�are pentru a actualiza cone�
xiunile neuronului� cunoscut acum ca regula hebbian�a de ��nv�at�are
 El a formulat
ideea c�a informat�ia poate � memorat�a ��n conexiuni


Primele neurocalculatoare au fost construite ��n anii ��
 �Minsky� �����
 Ele
���si adaptau automat conexiunile
 �In ����� Frank Rosenblatt a inventat un ele�
ment neural numit perceptron
 Era conceput ca o ma�sin�a instruibil�a capabil�a s�a
��nvet�e s�a clasi�ce anumite pattern�uri prin modi�carea conexiunilor la elementele
comparatoare


La ��nceputul anilor ��
� a fost propus ADALINE �ADAptive LINEar com�
biner�� un dispozitiv bazat pe regula de ��nv�at�are Windrow�Ho� �Bernard Win�
drow� Marcian Ho��
 Regula minimiza eroarea p�atratic�a ��nsumat�a pe parcursul
instruirii
 Aplicat�iile erau de recunoa�sterea formelor� control adaptiv �si previziu�
nea vremii


�In ciuda entuziasmului anilor ��
� ma�sinile existente nu permiteau abordarea
unor probleme complexe
 Pe de alt�a parte� nici schemele de ��nv�at�are nu erau
su�cient de dezvoltate
 S�a intrat astfel ��ntr�o perioad�a de stagnare a c�arei cauze
erau de fapt cunoscute


Episodul �nal al acestei ere a fost lucrarea lui Minsky �si Papert�� care a
demonstrat limitele ret�elelor bazate pe perceptroni
 �In acest timp� majoritatea
cercet�atorilor se ��ndreptau spre alte domenii
 Domeniul ret�elelor neurale �care
f�acea la acea vreme parte din cibernetic�a� p�area ��nchis
 �In schimb se dezvolta

�Minsky� M�� S� Papert �Perceptrons�� Cambridge� MA� MIT Press� �
�
�
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promit��ator domeniul inteligent�ei arti�ciale� prelu�and �si sarcini pe care ret�elele
neurale nu puteau s�a le rezolve la acel stadiu


�In perioada ���������� c�at�iva cercet�atori au reu�sit s�a dezvolte totu�si cercet�a�
rile
 Kunihiko Fukushima a de�nit o clas�a de ret�ele neurale numite neocognitroni
����
�
 Neocognitronul modeleaz�a recunoa�sterea vizual�a a formelor prin emularea
imaginilor de pe retin�a �si procesarea lor folosind neuroni ierarhizat�i pe dou�a
nivele


Cercet�arile ��n domeniul memoriilor asociative au evoluat ��n Finlanda �Teuvo
Kohonen� �si SUA �James Anderson�
 Stephen Grossberg �si Gail Carpenter au in�
trodus c�ateva arhitecturi de ret�ele neurale �si au dezvoltat teoria ret�elelor adaptive
prin rezonant��a� ART


Era rena�sterii a ��nceput odat�a cu introducerea arhitecturii recurente pentru
memoriile asociative �John Hop�eld� �����
 O alt�a revitalizare a domeniului
provine din lucr�arile lui James McClelland �si David Rumelhart ������


�Incep�and cu anii ���������� s�au init�iat multe programe de cercetare �si intere�
sul a devenit extrem de mare
 Au ap�arut aplicat�ii complexe
 Au fost fabricate
chip�uri VLSI de ret�ele neurale
 Cu toate c�a domeniul calculului neural are o
istorie interesant�a� el este ��nc�a la ��nceputul dezvolt�arii sale


��� Viitorul

Datorit�a denumirii� domeniul ret�elelor neurale este supus unei supraestim�ari po�
puliste
 Este tentant pentru om s�a��si imagineze o ma�sin�a care s�a �e asemeni lui

Terminologia antropomorf�a trebuie privit�a cu mult�a ret�inere


Putem � aproape siguri c�a ret�elele neurale nu vor ��nlocui calculatoarele cla�
sice
 Aceasta� deoarece calculatoarele clasice sunt foarte ieftine �si e�ciente pentru
efectuarea calculelor numerice �proces�ari de text� CAD� proces�ari de date�


Sunt ��ns�a domenii ��ntregi ��n care ret�elele neurale devin mai avantajoase
 Cele
mai interesante aplicat�ii sunt cele care presupun inferent�a de tip uman �si per�
ceperea vorbirii �si a imaginilor
 Aceste aplicat�ii nu pot � dec�at part�ial rezolvate
pe calculatoare clasice


Este de a�steptat ca ret�elele neurale s�a �e aplicate ��n procesarea semnalelor �si
sisteme expert
 Ret�elele neurale nu vor ��nlocui aplicat�iile de inteligent��a arti�cial�a
de pe calculatoarele clasice� ci vor oferi o tehnologie complementar�a


Neurocalculatoarele actuale sunt de multe ori calculatoare convent�ionale care
execut�a software de simulare a ret�elelor neurale
 Alte neurocalculatoare folosesc
deja componente �pl�aci� chip�uri� dedicate
 Cele mai interesante sunt� desigur�
chip�urile VLSI care implementeaz�a ret�ele neurale
 Fabricarea acestor chip�uri
este deja actual�a
 �In ����� AT�T a fabricat primul circuit integrat de memorie
neural�a




Capitolul �

Concepte fundamentale

Exist�a dou�a posibilit�at�i de a de�ni ret�elele neurale
 La o extrem�a� ret�elele neu�
rale sunt o clas�a de algoritmi matematici� deoarece o ret�ea poate � privit�a ��n
esent��a ca o notat�ie gra�c�a pentru o clas�a larg�a de algoritmi
 La cealalt�a extrem�a�
ret�elele neurale emuleaz�a ret�elele neurale biologice din organismele vii
 �In lu�
mina cuno�stint�elor limitate pe care le avem ��n prezent asupra ret�elelor neurale
biologice� cea mai plauzibil�a de�nit�ie se apropie mai mult de cea algoritmic�a


Ret�elele neurale sunt ��n mod cert inspirate din biologie� dar exist�a mari
diferent�e ��ntre ret�elele neurale arti�ciale �si cele naturale
 Nu exist�a ��nc�a modele
care s�a concureze cu succes performant�ele creierului uman
 De fapt �si cuno�stint�ele
noastre despre funct�ionarea creierului sunt extrem de limitate
 Creierul r�am�ane
mai cur�and o metafor�a pentru ret�elele neurale dezvoltate p�an�a acum


Cu toate c�a analogia dintre ret�elele neurale arti�ciale �si cele naturale este vag�a�
vom ��ncepe totu�si prin a ment�iona modelul neuronului biologic
 Vom de�ni apoi
neuronul arti�cial �si ret�elele neurale arti�ciale elementare
 �In �ne� vom discuta
formele de baz�a ale proces�arii ��n ret�ele neurale arti�ciale� cu un accent deosebit
pe procesele de ��nv�at�are


��� Neuronii biologici �si modelele lor arti�ciale

Creierul uman const�a din aproximativ �
�� neuroni
 Ei comunic�a printr�o ret�ea
de conexiuni formate din axoni �si sinapse� av�and o densitate de aproximativ �
�

sinapse�neuron
 Ipoteza cea mai recent�a privind modelarea sistemului nervos
natural este c�a neuronii comunic�a ��ntre ei prin impulsuri electrice
 Totodat�a�
neuronii opereaz�a ��ntr�un mediu chimic
 Creierul poate � considerat o ret�ea
dens�a de conexiuni electrice condit�ionate ��n mare m�asur�a de procese biochimice

Ret�eaua neural�a are o structur�a elaborat�a� cu interconexiuni foarte complexe
 In�
trarea ��n ret�ea este asigurat�a de c�atre receptorii senzoriali
 Receptorii furnizeaz�a
stimuli at�at din partea corpului c�at �si din partea organelor senzoriale care preiau
stimulii lumii exterioare
 Stimulii au forma impulsurilor electrice care conduc
informat�ia ��n ret�eaua de neuroni
 Ca rezultat al proces�arii informat�iei ��n sistemul
nervos central� efectorii sunt controlat�i �si dau r�aspunsuri sub forma diferitelor

��
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act�iuni
 Avem deci un sistem const�and din receptori� ret�eaua neural�a �si efectori�
care controleaz�a organismul �si act�iunile sale
 Fluxul informat�ional este descris ��n
�gura �
�


Receptori

senzoriale
Organe

motor
Organe

Efectori

Corp

Sistemul
nervos
central

intern
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extern
feedback

Figura ���� Fluxul informat�ional ��n sistemul nervos�

Neuronul biologic

Neuronul este celula nervoas�a �si are trei componente�

� soma � corpul celulei

�� axonul � �br�a lung�a care serve�ste ca linie de comunicat�ie

� dendritele
Dendritele formeaz�a un arbore de �bre �ne ��n jurul corpului neuronului
 Den�

dritele recept�ioneaz�a informat�ia de la alt�i neuroni prin axonii acestora
 Axonul
este o conexiune cilindric�a lung�a care��n partea �nal�a devine arborescent�a
 Fiecare
ramur�a are o terminat�ie care aproape atinge dendritele neuronilor vecini
 Sinapsa
este interfat�a prin care neuronul ���si introduce semnalul c�atre dendrita altui neu�
ron
 Semnalele care ajung la o sinaps�a plec�and de la dendritele neuronului res�
pectiv sunt impulsuri electrice ��g
 �
��


Transmisia interneuronal�a este uneori electric�a dar de obicei este efectuat�a
prin eliberarea de transmit��atori chimici la sinapse
 Astfel� terminat�ia axonului
genereaz�a substant�a chimic�a� care afecteaz�a neuronul receptor
 Neuronul receptor
�e genereaz�a un impuls c�atre axonul s�au� �e nu produce nici un r�aspuns


Neuronul este capabil s�a r�aspund�a totalului intr�arilor sale agregate ��ntr�un
scurt interval de timp numit perioad�a de latent��a
 R�aspunsul neuronului este
generat dac�a totalul potent�ialului membranei sale atinge un anumit nivel
 Mem�
brana poate � considerat�a ca o ��nvelitoare care agreg�a magnitudinea semnalelor
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Figura ���� Modelul neuronului biologic�

care intr�a pe parcursul unei anumite durate de timp
 Neuronul genereaz�a un
impuls�r�aspuns �si ��l transmite axonului s�au numai dac�a condit�iile necesare sunt
��ndeplinite


Impulsurile care intr�a ��n neuron pot � excitatoare  dac�a cauzeaz�a genera�
rea de c�atre neuron a unui impuls� sau inhibitoare  dac�a ��mpiedic�a generarea
unui astfel de impuls
 O condit�ie mai precis�a pentru ca neuronul s�a genereze un
impuls este ca excitat�ia s�a dep�a�seasc�a inhibit�ia cu o valoare de aproximativ �

mV� numit�a pragul neuronului
 Deoarece o conexiune sinaptic�a produce react�ia
de excitat�ie sau de inhibit�ie a neuronului receptor� este practic s�a ata�s�am pon�
derile �� acestor conexiuni
 Neuronul genereaz�a un impuls atunci c�and
suma ponderilor impulsurilor receptate dep�a�se�ste valoarea pragului pe
parcursul perioadei de ��nsumare latent�a�

Procesarea ��n ret�elele neurale biologice este complex�a �si mai put�in structurat�a
dec�at calculul digital
 Spre deosebire de cazul calculului digital� impulsurile neu�
rale nu sunt sincronizate ��n timp
 O caracteristic�a important�a a neuronului bi�
ologic este c�a semnalele generate nu difer�a ��n magnitudine
 Cu alte cuvinte�
informat�ia transmis�a ��ntre celulele nervoase este sub forma semnalelor binare


Dup�a transmiterea unui impuls� axonul r�am�ane pentru un timp ��ntr�o sta�
ree de neexcitabilitate complet�a� acest interval numindu�se perioad�a refractar�a

Putem diviza timpul ��n intervale consecutive� �ecare de durata perioadei re�
fractare
 Aceasta ne permite o descriere discret�a a comport�arii neuronului
 De
exemplu� putem preciza care neuroni vor genera impulsuri la momentul k � �
baz�andu�ne pe condit�iile de excitat�ie de la momentul k


Neuronul va � excitat la un anumit moment dat� dac�a num�arul
sinapselor excitate excitatoare dep�a�se�ste num�arul sinapselor excitate
inhibitoare la momentul precedent cu cel put�in num�arul T � unde T este
valoarea pragului neuronului�

Intervalele de timp pot � luate de ordinul milisecundelor
 Perioada refractar�a
nu este ��ns�a uniform�a� depinde de tipul de neuroni �si de modul ��n care sunt
ei conectat�i
 Avem deci o ret�ea dens�a de neuroni interconectat�i care genereaz�a
semnale asincrone
 Semnalele sunt transmise apoi c�atre neuronii vecini dar sunt
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�si retransmise �feedback� neuronilor generatori

Aceast�a discut�ie este o simpli�care foarte mare din punct de vedere neurobi�

ologic
 Ret�elele neurale arti�ciale sunt mult mai simple dec�at corespondentul lor
natural
 S�a examin�am un model de neuron arti�cial cu semni�cat�ie istoric�a


Modelul neural McCulloch�Pitts

Este prima de�nit�ie formal�a a unui neuron arti�cial ������


1x
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i=1,2,...,n
w  =-1 sau +1

Figura ���� Neuronul McCulloch�Pitts�

Intr�arile xki � i � �� � � � � n sunt 
 sau �� ��n funct�ie de absent�a sau prezent�a
impulsului la momentul k ��g �
��
 Semnalul de ie�sire al neuronului este o

Regula dup�a care neuronul genereaz�a un semnal este�

ok�� �

�
� dac�a

Pn
i	�wix

k
i � T


 dac�a
Pn

i	�wix
k
i � T

wi � � pentru o sinaps�a excitatoare �si wi � �� pentru o sinaps�a inhibitoare

Cu toate c�a este foarte simplu� acest model are un remarcabil potent�ial

computat�ional
 Poate realiza operat�iile logice NOT� OR �si AND
 Dup�a cum
�stim� orice funct�ie logic�a de mai multe variabile poate � implementat�a utiliz�and
sau NOT �si OR� sau NOT �si AND
 De exemplu� funct�iile NOR �si NAND pot �
implementate prin ret�ele de neuroni conform modelelor din �gura �
�
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Figura ���� Funct�iile NOR �si NAND�
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Neuronul McCulloch�Pitts are o ��nt�arziere cu durata de o unitate
 Aceast�a
proprietate permite construirea circuitelor digitale secvent�iale
 Not�am pentru
��nceput c�a un singur neuron� cu o singur�a intrare x� cu ponderea �si valoarea
de prag unitare� calculeaz�a ok�� � xk
 Un astfel de neuron se comport�a ca un
registru simplu� capabil s�a ret�in�a intrarea pentru un interval de timp de o unitate

O celul�a de memorie se construie�ste ca ��n �gura �
�


T=1 o

-1

1

1

intrare
excitatoare

intrare
inhibitoare

=x kk+1

Figura ���� Celula de memorie�

Dup�a ce s�a init�ializat celula� astfel ��nc�at s�a genereze sau s�a nu genereze un
semnal� aceast�a valoare de ie�sire este sust�inut�a inde�nit� ��n absent�a unor intr�ari


Hardware�ul unui calculator digital de orice complexitate poate � obt�inut prin
utilizarea unei ret�ele neurale constituite din blocuri elementare pentru operat�ii
logice �si pentru memorie
 Ne intereseaz�a� ��ns�a altceva� care este puterea de calcul
a ret�elelor neurale t�in�and cont de capacitatea lor de a ��nv�at�a
 Vom reveni asupra
acestor aspecte mai t�arziu


Modelarea unui neuron general

Modelul neural McCulloch�Pitts este elegant �si are o expresie matematic�a precis�a

El opereaz�a ��ns�a c�ateva simpli�c�ari drastice
 Astfel� permite doar st�ari binare
�
 �si ��� presupune c�a timpul este discret �si presupune sincronismul operat�iilor
tuturor neuronilor
 De asemenea� ponderile �si pragurile sunt presupuse �xe
 �In
continuare� vom prezenta generaliz�ari ale modelului McCulloch�Pitts� care vor �
de altfel modelele noastre operat�ionale


Fiecare model neural const�a dintr�un element de procesare cu conexiuni sinap�
tice de intrare �si cu o singur�a ie�sire
 Intr�arile �si ie�sirile sunt unidirect�ionale

De�nim modelul unui neuron general ca in �gura �
�

o � f�wtx��

sau

o � f�
nX
i	�

wixi�

unde w este vectorul de ponderi de�nit astfel�

w � !w�w� � � � wn"
t
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Figura ���� Modelul unui neuron general�

iar x este vectorul de intr�ari�

x � !x�x� � � � xn"
t�

Tot�i vectorii din acest curs sunt vectori coloan�a� iar indicele t noteaz�a o
transpunere
 Funct�ia f�wtx� este funct�ia de activare
 Domeniul ei de de�nit�ie
este mult�imea valorilor de activare� net� a unui model neural�

net � wtx�

De aceea� folosim �si notat�ia f�net�
 Variabila net este analogul potent�ialului
membranei neuronului biologic


Convenim c�a exist�a n � � conexiuni sinaptice �si c�a xn � ��� wn � T 
 Une�
ori vom extrage explicit pragul T ca parametru separat
 De acum ��ncolo� vom
��nt�elege prin neuroni  modele de neuroni� iar prin ret�ele neurale  ret�ele neurale
arti�ciale compuse din modele de neuroni


Funct�ii de activare tipice sunt�

� bipolar�a continu�a� f�net� � �
��exp��net

� �� � � 


�� bipolar�a binar�a� f�net� � sgn�net� �

�
� net � 


�� net � 

Se observ�a c�a pentru ���� funct�ia bipolar�a continu�a devine bipolar binar�a

Funct�iile unipolare sunt�

� unipolar�a continu�a� f�net� � �
��exp��net

�� unipolar�a binar�a� f�net� �

�
� net � 


 net � 


Pentru � � �� funct�iile continue devin funct�ii discrete
 Cele dou�a funct�ii
continue se numesc �si caracteristici sigmoidale


Majoritatea neuronilor utilizeaz�a funct�ii de activare bipolare
 Desigur� func�
t�iile de activare pot � de�nite �si altfel
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Figura ��	� Funct�ii de activare continue bipolar�a �si unipolar�a�

Dac�a funct�ia de activare este bipolar�a binar�a� putem folosi reprezentarea din
�gura �
� a unui perceptron binar� iar pentru funct�ia bipolar�a continu�a putem
folosi reprezentarea din �gura �
� a unui perceptron continuu


1x

-1

net1
2x

nx
w

w

w1

2

n

+ net

sumator
comparator

cu prag

o(w,x)

neuron

Figura ���� Perceptron binar�

Perceptronul discret a fost introdus de Rosenblatt ������ �si a fost prima
ma�sin�a instruibil�a


Ie�sirile neuronilor pot � discrete �binare� sau continue
 Pentru un strat de m
neuroni� valorile lor de ie�sire o�� o�� � � �� om pot � date de�

o � !o�� o� � � � om"�

Domeniul de de�nit�ie al vectorilor o este un spat�iu m�dimensional de�nit
pentru cazul continuu astfel�

���� ��m 	 fo � 
m� oi � ���� ��g pentru cazul bipolar

sau
�
� ��m 	 fo � 
m� oi � �
� ��g pentru cazul unipolar�

Domeniul lui o este interiorul unui cub m�dimensional
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1x
f(net)= −λ1+e net

2 -1

2x

nx

f(net)

neuron

o(w,x)

Figura ��
� Perceptron continuu�

Pentru cazul discret� avem�

f��� �gm 	 fo � 
m� oi � f��� �gg pentru cazul bipolar

sau
f
� �gm 	 fo � 
m� oi � f
� �gg pentru cazul unipolar�

Domeniul lui o este format din v�arfurile unui cub m�dimensional
 Un vector
poate avea deci �m valori


��� Modelarea ret�elelor neurale

Cunosc�and acum de�nit�ia modelului unui neuron general� putem de�ni o ret�ea
neural�a ca o interconectare de neuroni astfel ��nc�at ie�sirea �ec�arui neuron este
conectat�a� via ponderi� cu tot�i neuronii� inclusiv cu neuronul respectiv


Ret�ea feedforward

S�a consider�am o arhitectur�a feedforward dem neuroni care recept�ioneaz�a n intr�ari
��g
 �
�
�
 Pentru acest model de�nim

o � !o�o� � � � om"
t

�si
x � !x�x� � � � xn"

t�

Ponderea wij caracterizeaz�a al i�lea neuron cu a j�a intrare
 Valoarea de
activare pentru al i�lea neuron este atunci�

neti �
nX
j	�

wijxj i � �� �� � � � � m�

Fie wi � !wi�wi� � � � win"
t� atunci�

neti � wt
ix� oi � f�wt

ix�� i � �� �� � � � � m�
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Figura ����� Ret�ea neural�a feedforward�

De�nim operatorul matricial neliniar # pentru care�

o � #�Wx��

unde W este matricea ponderilor �matricea conexiunilor��

W �

�
�����
w�� w�� � � � w�n

w�� w�� � � � w�n





wm� wm� � � � wmn

�
�����

iar

#!�" �

�
�����
f��� 
 � � � 


 f��� � � � 






 � � � 
 f���

�
����� �

Funct�iile f��� sunt funct�ii neliniare de activare

Vectorii x� o sunt numit�i �si pattern�uri de intrare� respectiv de ie�sire
 Trans�

formarea unui pattern de intrare ��ntr�un pattern de ie�sire are loc f�ar�a ��nt�arziere�
instantaneu
 De aceea� spunem c�a o astfel de ret�ea este de tip feedforward
 Avem
��g
 �
����

o�t� � #!Wx�t�"

Γ[Wx]
x(t) o(t)

Figura ����� Diagrama bloc a unei ret�ele neurale feedforward�
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Ret�eaua feedforward este caracterizat�a prin lipsa de feedback
 O ret�ea feedfor�
ward poate � conectat�a ��n cascad�a pentru a forma o ret�ea pe mai multe straturi

�Intr�o astfel de ret�ea� ie�sirea unui strat este intrarea urm�atorului strat


Ret�ea feedback

O ret�ea feedback se poate obt�ine dintr�o ret�ea feedforward prin conectarea ie�sirilor
neuronilor cu propriile intr�ari ��g
 �
���
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∆
∆
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Figura ����� Ret�ea neural�a feedback�

Perioada de timp $ este analog�a perioadei refractare a modelului neuronului
biologic
 Avem ��g
 �
����

o�t �$� � #!Wo�t�"�

[Wo(t)]Γ
instantanee

retea

intarziere
∆

∆o(t+  )x(0)

Figura ����� Diagrama bloc a ret�elei neurale feedback�

Intrarea x�t� este folosit�a doar pentru a init�ializa aceast�a ret�ea� astfel ��nc�at
o�
� � x�
�
 Intrarea este apoi ��ndep�artat�a �si� pentru t � 
� sistemul devine
autonom
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Consider�and timpul ca o variabil�a discret�a �si decidem s�a observ�am funct�iona�
rea ret�elei la momentele $� �$� �$� � � �� sistemul este cu timp discret
 Convent�i�
onal� putem considera c�a pasul timpului este unitar
 Atunci� not�am�

ok�� � #�Wok�� pentru k � �� �� � � �

Aceast�a ret�ea este recurent�a deoarece r�aspunsul ei la momentul k�� depinde de
��ntregul istoric al ret�elei ��ncep�and cu momentul k � 
�

o� � #!Wx�"

o� � #!W#!Wx�""

� � �

ok�� � #!W#!� � �#!Wx�" � � �""�

Ret�elele recurente opereaz�a de obicei cu o reprezentare discret�a a datelor �si folo�
sesc neuroni cu o funct�ie de activare discret�a
 Un sistem av�and intr�ari cu timp
discret �si o reprezentare discret�a a datelor se nume�ste un automat
 Deci� ret�elele
neurale recurente din aceast�a categorie pot � considerate ni�ste automate


Numim o�� o�� � � � st�ari ale ret�elei la momentele �� ��


 �si ecuat�iile de mai sus
oglindesc secvent�a tranzit�iilor st�arilor
 O stare de echilibru se nume�ste �si atractor

Un atractor const�a dintr�o singur�a stare� sau dintr�un num�ar limitat de st�ari
 �In

capitolul � am v�azut c�a o �
h
� � ��

it
este un atractor
 Secvent�a de st�ari ale

unei ret�ele recurente este ��n general nedeterminist�a

O ret�ea cu timp continuu se obt�ine ��nlocuind elementele de ��nt�arziere discrete

cu elemente continue
 Fie� de exemplu� ret�eaua feedback cu timp continuu din
�gura �
��


+

-

v

+

-
2

R
C1 v

Figura ����� Ret�ea feedback cu timp continuu�

Ea este o ret�ea electric�a const�and dintr�o rezistent��a �si un condensator� unde v�
este tensiunea la intrare� iar v� este tensiunea la ie�sire
 De fapt� ret�elele electrice
sunt utilizate frecvent pentru a modela calculele efectuate de o ret�ea neural�a

Ret�elele electrice posed�a %exibilitatea de a modela toate fenomenele liniare �si
neliniare ��nt�alnite ��n acest curs
 Din aceast�a cauz�a� ret�elele electrice reprezint�a
modele �zice funct�ionale ale ret�elelor neurale
 Din legea lui Kircho� obt�inem�

v� � v�
R

� C
dv�
dt

�
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dv�
dt

�
v�
RC

�
v�
RC

� ��
��

De aici� obt�inem�

$v� 
� $t

C
� v� � v�

R

care reprezint�a modi�carea tensiunii v� ��n intervalul $t


v2

v1

tensiunea

t
0

(b)(a)

tensiunea

t
t00

v1

v2

Figura ����� R�aspunsul ��n timp �a� la un impuls �si �b� la o tensiune de intrare de tip und�a
armonic�a al ret�elei cu timp continuu din 
gura anterioar�a�

De obicei� ret�elele cu timp continuu folosesc neuroni cu funct�ii de activare
continue
 �In �gura �
�� avem o conexiune sinaptic�a bazat�a pe circuitul electric
descris ��n �gura �
��


oi

Rij

Ci

neti

i

oj

net
j

j

Figura ����� Conexiune sinaptic�a�
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Rezistent�a Rij serve�ste ca pondere de la ie�sirea neuronului j c�atre intrarea
neuronului i
 Ecuat�ia �
� poate � discretizat�a astfel�

netk��
i � netki
$t


� �

RijCi
�okj � netki ��

De aici�

netk��
i


� netki �
$t

RijCi
�okj � netki ��

O ret�ea de mai mult�i neuroni de acest tip are� din punct de vedere dinamic� o
comportare complex�a


��� �Inv�at�are �si adaptare

�In general� ��nv�at�area este schimbarea comportamentului datorit�a experient�ei
 La
om �si animale procesul de ��nv�at�are nu poate � observat direct� ci presupunem c�a
a avut loc observ�and modi�c�arile de comportament
 La ret�elele neurale� procesul
de ��nv�at�are este mai direct� putem observa �ecare pas al ��nv�at��arii ca o relat�ie
distinct�a de tip cauz�a�efect


Un cadru general pentru procesul de ��nv�at�are la ret�ele neurale este dat de
teoria aproxim�arii


�Inv�at�area ca aproximare

Teoria aproxim�arii se refer�a la aproximarea unei funct�ii continue de mai multe
variabile h�x� printr�o alt�a funct�ie H�w�x�� unde x � !x� x� � � � xn"

t este vectorul
de intrare �si w � !w� w� � � � wm"

t este vectorul parametrilor �ponderilor�
 Scopul
��nv�at��arii este s�a se g�aseasc�a w pentru care se obt�ine cea mai bun�a aproximare a
lui h�x�� av�and la dispozit�ie o mult�ime de exemple� fxg� folosite pentru ��nv�at�are

O problem�a important�a este alegerea funct�iei H�w�x�� aceasta numindu�se pro�
blema reprezent�arii
 Dup�a alegerea lui H�w�x�� se aplic�a algoritmul de ��nv�at�are
al ret�elei pentru g�asirea parametrilor optimi w��

�!H�w��x�� h�x�" � �!H�w�x�� h�x�"

unde � este o metric�a �o distant��a�

Ret�elele feedback sunt sisteme dinamice
 De aceea� ��nv�at�area ��n acest caz se

refer�a la ��nv�at�area st�arilor de echilibru


�Inv�at�area supervizat�a �si ��nv�at�area nesupervizat�a

Majoritatea ret�elelor neurale pe care le discut�am ��nvat��a incremental� pas cu pas

Dac�a ponderile ret�elei sunt ajustate printr�un singur pas� atunci informat�ia feed�
back produs�a de ret�ea nu mai este necesar�a �si vorbim de o ��nv�at�are de tip batch�
adic�a 	la gr�amad�a	




�� CAPITOLUL �� CONCEPTE FUNDAMENTALE

retea
adaptiva

W
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ρ[d,o]
invatare
d

semnal de

Figura ���	� �Inv�at�are supervizat�a�

Ne referim ��n continuare la ��nv�at�area incremental�a� ��n care conceptul de feed�
back are un rol central


�In ��nv�at�area supervizat�a ��g
 �
���� presupunem c�a la �ecare moment c�and se
aplic�a intrarea� r�aspunsul d al sistemului este dat de c�atre instructor �un factor
uman�


ox
retea

adaptiva

W

Figura ����� �Inv�at�are nesupervizat�a�

�Inv�at�area nesupervizat�a ��g
 �
��� se folose�ste de multe ori� de exemplu� la
clustering ��g
 �
���� atunci c�and informat�ia a priori este minim�a


��	 Reguli de �
nv�at�are

S�a studiem procesul de instruire a vectorului wi de ponderi� av�and componentele
wij �unde wij este ponderea conexiunii celei de�a j�a intr�ari cu cel de�al i�lea
neuron� ��g
 �
�
�


Fie urm�atoarea regul�a general�a de ��nv�at�are� Vectorul wi � !wi� wi� � � � win"
t

cre�ste proport�ional cu produsul intr�arii x �si a semnalului de ��nv�at�are r
 Semnalul
r este in general o funct�ie de wi� x �si� daca este cazul� di�

r � r�wi�x� di��

Incrementul lui wi produs la momentul t este�

$wi�t� � cr!wi�t��x�t�� di�t�"x�t�

unde c este constanta de ��nv�at�are� pozitiv�a� care determin�a rata��nv�at��arii
 Atunci�

wi�t� �� � wi�t� � cr!wi�t��x�t�� di�t�"x�t��
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(b)

Figura ���
� �a� Pattern�uri bidimensionale care formeaz�a dou�a clustere� �b� Aparent� nu se
disting mai multe clustere �si nu �stim c�ate sunt� �In acest caz ��nv�at�area nesupervizat�a nu este
indicat�a�

X

∆wi

wi1

x1

...

neuronul i oi

generator de
semnal de
învãtare

dir

c

x

wi2

win

x2

xn

Figura ����� Modelul instruirii ��n cazul ��nv�at��arii supervizate�

Pentru cazul discret�

wk��
i � wk

i � cr�wk
i �x

k
i � d

k
i �x

k�

Pentru cazul continuu�
dwi�t�

dt
� crx�t��

Vom studia ��n continuare ��nv�at�area cu timp discret �pas cu pas�
 Se pre�
supune c�a ponderile sunt init�ializate convenabil� ��nainte ca procesul de ��nv�at�are
s�a ��nceap�a


Regula de ��nv�at�are a lui Hebb ���	�


Aceast�a regul�a particularizeaz�a semnalul de ��nv�at�are astfel�

r � f�wt
ix��

adic�a semnalul de ��nv�at�are este chiar ie�sirea neuronului
 Atunci�

$wi � cf�wt
ix�x
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$wij � cf�wt
ix�xj � coixj� pentru j � �� �� � � � � n�

Este necesar ca� init�ial� ponderile s�a aib�a valori aleatoare mici
 �Inv�at�area
dup�a regula lui Hebb este de tip feedforward �si nesupervizat�a
 Este implementat�a
urm�atoarea idee�

	Dac�a celula A excit�a ��n mod repetat celula B� f�ac�and�o s�a genereze
un impuls� atunci are loc un proces de cre�stere �schimbare metabolic�a�
��ntr�una sau ��n ambele celule� astfel ��nc�at e�cient�a excit�arii lui B de
c�atre A cre�ste
	

Cu alte cuvinte� pattern�urile de intrare mai frecvente vor avea �si in%uent�a
cea mai mare asupra ponderilor conexiunilor


Regula de ��nv�at�are a perceptronului �Rosenblatt� ���



Semnalul de ��nv�at�are pentru aceast�a regul�a este�

r � di � oi

unde oi � sgn�wt
ix� �si di este r�aspunsul dorit �pentru cazul bipolar� ��� ��g


�
���
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Figura ����� Regula de ��nv�at�are a perceptronului�

Avem�
$wi � c!di � sgn�wt

ix�"x

$wij � c!di � sgn�wt
ix�"xj� pentru j � �� �� � � � � n�

S�a observ�am c�a aceast�a regul�a este aplicabil�a doar pentru situat�ia c�and funct�ia
de activare este binar�a
 Are loc o ajustare a ponderilor dac�a �si numai dac�a oi
este incorect
 Deoarece r�aspunsul dorit poate � � sau ��� avem�

$wi � �cx� dac�a di � � �si sgn�wt
ix� � ��

$wi � ��cx� dac�a di � �� �si sgn�wt
ix� � �

Dac�a di � sgn�wt
ix�� se observ�a c�a $wi � 



Regula de ��nv�at�are a perceptronului este important�a pentru ��nv�at�area super�
vizat�a a ret�elelor neurale
 Ponderile sunt init�ializate cu orice valoare
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Regula de ��nv�at�are delta �McClelland� Rummelhart� ��
�


Este valabil�a pentru funct�ii de activare continue �si pentru ��nv�at�area supervizat�a

Semnalul de ��nv�at�are pentru aceast�a regul�a ��g
 �
��� este numit delta �si este
dat de

r � !di � f�wt
ix�"f

��wt
ix��

wi1

x1

X

∆wi

X

f(net )i

f’(net )i

di

oi
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c

x
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+
d  -oi i

Figura ����� Regula de ��nv�at�are delta�

Aceast�a regul�a se deduce din condit�ia de cea mai mic�a eroare p�atratic�a dintre
oi �si di
 Fie E eroarea p�atratic�a�

E �
�

�
�di � oi�

��

ceea ce este echivalent cu

E �
�

�
!di � f�wt

ix�"
��

De aici�
rE � ��di � oi�f

��wt
ix�x�

Componentele gradientului erorii sunt�

�E

�wij

� ��di � oi�f
��wt

ix�xj � pentru j � �� �� � � � � n

�si reprezint�a panta pe direct�ia wij
 Alegem termenul $wij astfel ��nc�at s�a �e
proport�ional cu panta negativ�a �deci s�a minimiz�am pe E� �si obt�inem�

$wij � ��di � oi�f
��neti�xj� j � �� �� � � � � n

$wi � ��di � oi�f
��neti�x ��
��

$wi � ��rE
unde � este o constant�a pozitiv�a
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Presupun�and c�a semnalul de ��nv�at�are este

r � !di � f�wt
ix�"f

��wt
ix�

obt�inem�

$wi � c�di � oi�f
��neti�x

ceea ce este identic cu �
�� c �si � �ind constante arbitrare


Regula delta este de fapt o transpunere a regulii de ��nv�at�are a perceptronului
discret la cazul perceptronului continuu
 Ponderile pot � init�ializate cu orice
valoare


Regula de ��nv�at�are Windrow�Ho� �����


Aceast�a regul�a este aplicabil�a pentru ��nv�at�area supervizat�a
 Este independent�a
de funct�ia de activare folosit�a deoarece minimizeaz�a eroarea p�atratic�a dintre
r�aspunsul dorit di �si valoarea de activare a neuronului neti � wt

ix
 Semnalul
de ��nv�at�are este

r � di �wt
ix�

Atunci�

$wi � c�di �wt
ix�x

$wij � c�di �wt
ix�xj� j � �� �� � � � � n�

Aceast�a regul�a poate � considerat�a un caz special al regulii delta� presupunem
f�wt

ix� � wt
ix� adic�a funct�ia de activare este funct�ia identic�a f�net� � net �si

obt�inem f ��net� � �


Ponderile pot � init�ializate oricum


Regula corelat�iei

Substituind r � di ��n regula general�a de ��nv�at�are obt�inem regula corelat�iei�

$wi � cdix

$wij � cdixj� j � �� �� � � � � n�

De obicei� regula corelat�iei se aplic�a��n ret�ele de memorie cu neuroni cu funct�ie
de activare binar�a
 Se poate interpreta ca un caz particular al regulii lui Hebb
��n care funct�ia de activare este binar�a �si oi � di
 Totu�si� ��nv�at�area hebbian�a este
nesupervizat�a� ��n timp ce regula corelat�iei se aplic�a la ��nv�at�area supervizat�a
 Ca
�si ��n cazul ��nv�at��arii hebbiene� este necesar ca ponderile s�a �e init�ializate cu valori
apropiate de 
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Regula �c�a�stig�atorul ia tot�

Aceast�a regul�a difer�a mult de regulile prezentate p�an�a acum
 Poate � explicat�a
pe o mult�ime de neuroni �si este un exemplu de ��nv�at�are competitiv�a folosit�a ��n
instruirea nesupervizat�a
 �In general� aceast�a regul�a se folose�ste pentru ��nv�at�area
propriet�at�ilor statistice ale intrarilor


�Inv�at�area se bazeaz�a pe premiza c�a unul din neuroni� �e el neuronul m� are
r�aspunsul maxim pentru intrarea x
 Acest neuron este c�a�stig�atorul ��g
 �
���
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Figura ����� Regula de ��nv�at�are c�a�stig�atorul ia tot�

Ca rezultat�
wm � !wm� wm� � � � wmn"

t

este singurul vector ajustat�

$wm � ��x�wm�

$wmj � ��xj � wmj�� pentru j � �� �� � � � � n

unde � � 
 este o constant�a de��nv�at�are mic�a
 Criteriul de alegere a c�a�stig�atorului
este�

wt
mx � max

i	��������p
�wt

ix��

Numai ponderile neuronului c�a�stig�ator se modi�c�a
 Dup�a ajustare� wm va estima
�si mai bine pattern�ul x


Ponderile se init�ializeaz�a cu valori aleatoare �si sunt normalizate
 �In general�
� scade pe parcursul procesului de ��nv�at�are


Paradigme ale ��nv�at�arii ��n ret�ele neurale

�
 Autoasociere
 O mult�ime de pattern�uri este prezentat�a ��n mod repetat �si
sistemulmemoreaz�a aceste pattern�uri
 Apoi� un pattern similar cu unul din
pattern�urile memorate este prezentat
 Sarcina este de a reg�asi pattern�ul
originar
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Tabelul ���� Comparat�ie ��ntre calculul convent�ional �si calculul neural din punct de vedere al
etapelor care trebuie parcurse�

Sarcina
Calcul
convent�ional

Calcul neural

Rezolvarea unei pro�
bleme

Formularea
algoritmului

Selectarea unei ar�
hitecturi �si de�nirea
mult�imii de exemple
reprezentative

Achizit�ionarea
cuno�stint�elor

Programare Instruire

Calcul
Aritmetic�
precizie mare

Precizie mic�a� aplica�
t�ii neliniare

Memorarea datelor
ROM� RAM �
memorii binare

Ponderi ale conexiu�
nilor av�and ��n gene�
ral valori continue

�
 Heteroasociere
 Este o variant�a a autoasocierii
 O mult�ime de perechi de
pattern�uri este prezentat�a ��n mod repetat
 Paradigmele autoasocierii �si
heteroasocierii sunt tipice memoriilor asociative


�
 Clasi�care
 Paradigma clasi�c�arii poate � considerat�a o variant�a a au�
toasocierii
 �In acest caz avem o mult�ime �xat�a de categorii ��n care trebuie
clasi�cate pattern�urile de intrare
 �In perioada instruirii� sistemului i se
prezint�a pattern�uri din secvent�a de instruire preciz�and categoriile din care
fac parte
 Scopul este de a ��nv�at�a corect clasi�carea� astfel ��nc�at� ulte�
rior� orice pattern de intrare �eventual perturbat fat��a de pattern�urile din
secvent�a de instruire� s�a �e clasi�cat corect
 Aceasta este paradigma tipic�a
pentru algoritmul perceptronului �si instruirea prin propagarea ��n urm�a a
erorii ��n ret�elele feedforward multistrat
 Instruirea este supervizat�a
 In�
struirea este mai bun�a dac�a ��n secvent�a de instruire apar �si pattern�uri
perturbate �spre deosebire de paradigma autoasocierii�


�
 Detectare de regularit�at�i �clustering�
 Sistemul trebuie s�a descopere carac�
teristici �tr�as�aturi� comune ��ntr�o mult�ime de pattern�uri
 Nu exist�a ca�
tegorii a priori de pattern�uri
 Sistemul trebuie s�a��si construiasc�a singur
categoriile
 Instruirea este nesupervizat�a
 Num�arul clusterelor poate �� sau
poate nu �� cunoscut a priori
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��� Exemple

�� Exemplu de ret�ea feedforward pe dou�a straturi cu
funct�ie de activare bipolar�a

intrare
strat 1

o1

neuronul 1

-1

comparator 5+
o5

intrare
strat 2strat 1

iesire
strat 2
iesire

comparator 1+

comparator 2+
o2

comparator 3+
o3

comparator 4+
o4

Figura ����� Ret�ea feedforward pe dou�a straturi�

o � # !Wx"

Pentru stratul ��
o � #

h
o� o� o� o�

it
x �

h
x� x� ��

it

W� �

�
����

� 
 �
�� 
 ��

 � 


 �� ��

�
����

Pentru stratul ��
o � !o�"

x �
h
o� o� o� o� ��

it
W� �

h
� � � � �� �

it
R�aspunsurile primului strat se calculeaz�a astfel�

o �
h
sgn�x� � �� sgn��x� � �� sgn�x�� sgn��x� � ��

it
R�aspunsul pentru al doilea strat este�

o� � sgn�o� � o� � o� � o� � �� ���

Observ�am c�a o� � �� dac�a �si numai dac�a o� � o� � o� � o� � �
 Rezult�a c�a
aceast�a ret�ea este o aplicat�ie a spat�iului bidimensional x�x� ��n punctele ��
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o1,o2,o3,o4

0 1 2 3

1

2

3

x1

x2

portiunea pt. care
sunt +1

Figura ����� Reprezentare ��n spat�iul bidimensional�

S�a presupunem acum c�a avem aceea�si arhitectur�a� dar c�a neuronii au carac�
teristici sigmoidale
 Obt�inem�

o �

�
������������

�
��e���x���

� �

�
��e�x����� � �

�
��e��x���

� �

�
��e�x����� � �

�
������������

o� �
�

� � e
����o��o��o��o���
� ��

Aplicat�ia spat�iului bidimensional x�x� ��ntr�un segment al axei reale este ��n acest
caz mai complicat�a


�� Exemplu de ret�ea recurent�a

St�arile ret�elei sunt v�arfurile unui cub ��dimensional� f��� �g�
 Trecerea dintr�
o stare in alta se face de�a lungul unei muchii a hipercubului� deci dou�a st�ari
succesive difer�a doar printr�o component�a
 Avem�

W �

�
����


 � � ��
� 
 � ��
� � 
 ��

�� �� �� 


�
����

Presupun�and x� �
h
� � � ��

it
� obt�inem

o� �
h
sgn��� sgn��� sgn��� sgn����

it
�
h
� � � ��

it
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∆

∆

∆

1

2

4

o1

∆

3

o

o

o

2

3

4

x0

x0

x0

x0

k+1

ponderea=+1
ponderea=-1

+

+

+

comparator

comparator

comparator

k+1

k+1

k+1

+ comparator
1

2

3

4

Figura ����� Ret�ea neural�a recurent�a�

�si deci
h
� � � ��

it
este o stare de echilibru
 Tot o stare de echilibru este �sih

�� �� �� �
it



Presupun�and x� �
h
� � � �

it
� obt�inem�

o� �
h
sgn��� sgn��� sgn��� sgn����

it
�

Are deci loc tranzit�ia
h
� � � �

i
�

h
� � � ��

i
�si se ajunge la cea mai

apropiat�a stare de echilibru

Veri�cat�i singuri ce se int�ampl�a c�and x� ia alte valori�

x� �
h
� � �� ��

it

x� �
h
� �� � ��

it
x� �

h
�� � � ��

it
�

�� Exemplu de ret�ea feedback cu timp continuu

Fie ret�eaua din �gura �
�� unde oi � f�neti�� i � �� �� iar f este funct�ia de
activare continu�a bipolar�a
 �In aceast�a �gur�a� R�� �si R�� sunt ponderi negative�
��nt�arzierile sunt realizate de dispozitivul RC� iar rezistent�ele R modeleaz�a curen�
tul absorbit de neuroni
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1

2

R 21
R C1

net1

R C2

net2

12 R

o1

o2

Figura ���	� Ret�ea electric�a a doi neuroni�

Obt�inem� ��	
�


C�
dnet�
dt

� o��net�
R��

� net�
R

C�
dnet�
dt

� o��net�
R��

� net�
R

�

Discretiz�am� ���	
��


netk��
�


� netk� �
�t

R��C�
�ok� � netk��� netk�

RC�
$t

netk��
�


� netk� �
�t

R��C�
�ok� � netk��� netk�

RC�
$t

�

Presupunem c�a C� � C�� R�� � R�� � 
 pentru aceast�a ret�ea
 Presupunem c�a
circuit a fost init�ializat prin ��nc�arcarea condensatoarelor �cu o��� o

�
�� nu neap�arat

egale�
 Ret�eaua ���si caut�a unul din cele dou�a puncte de echilibru ��g
 �
���

Simularea ret�elei se face pe calculator prin ecuat�iile date


	� Exemplu de ��nv�at�are hebbian�a

�In �gura �
��� avem intrarea�

x �

�
����
x�
x�
x�
x�

�
����

�si ponderile init�iale�

w� �
h
� �� 
 
� �

it
�
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1

-1

-1 1

o2

o1

x

x

Figura ����� Modul ��n care ret�eaua ���si g�ase�ste cele dou�a puncte de echilibru�

Presupunem c�a aceast�a ret�ea este instruit�a folosind mult�imea de vectori de in�
trare�

x� �

�
����

�
��
�� �



�
���� x� �

�
����

�
�
� �
��
��� �

�
���� x� �

�
����



�
��
�� �

�
���� �

Consider�am c � �
 Presupunem pentru ��nceput c�a avem neuroni bipolari binari�
f�net� � sgn�net�


o

x1

x2

x3

x4

Figura ���
� Ret�ea neural�a pentru ��nv�at�area hebbian�a�

Pasul �� Se aplic�a x�


net� � w�tx� �
h
� �� 
 
� �

i
�
����

�
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�
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w� � w� � sgn�net��x� � w� � x�

w� �

�
����

�
��



� �

�
���� �

�
����

�
��
�� �



�
���� �

�
����

�
��
�� �

� �

�
���� �

Pasul �� Se aplic�a x�


net� � w�tx� �
h
� �� �� � 
� �

i
�
����

�
�
� �
��
��� �

�
���� � �
� ��

w� � w� � sgn�net��x� � w� � x� �

�
����

�
��� �
�� �
�

�
���� �

Pasul �� Se aplic�a x�

net� � w�tx� � ��

w� � w� � sgn�net��x� � w� � x� �

�
����

�
��� �
�� �

� �

�
���� �

S�a presupunem acum c�a funct�ia de activare este continu�a �si bipolar�a
 Lu�am
� � � �si pornim din nou de la w�


Pasul �� Se aplic�a x�


f�net�� � 
� �
� w� �

�
����

�� �
�
��� ��
�� ���

� �

�
����

Pasul �� Se aplic�a x�


f�net�� � �
� 
�� w� �

�
����

�� ���
��� ���
�� ���

� ���

�
����

Pasul �� Se aplic�a x�


f�net�� � �
� ��� w� �

�
����

�� ���
��� �
�� ��
�
� ���

�
���� �

Se observ�a c�a pentru funct�ia de activare continu�a se obt�in ��n general rezultate ��n
aceea�si direct�ie� valorile �ind ��ns�a mai diferent�iate
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�� Exemplu de ��nv�at�are prin regula perceptronului

Consider�am urm�atorii vectori de intrare�

x� �

�
����

�
��


��

�
���� x� �

�
����



�� �
�
� �
��

�
���� x� �

�
����
��
�

� �
��

�
���� w� �

�
����

�
��



� �

�
����

�si c � 
� �
 R�aspunsurile dorite de c�atre supervizor pentru x�� x�� x� sunt ��� ��
�si� respectiv� �


Pasul �� Se aplic�a x�


net� � w�tx� �
h
� �� 
 
� �

i
�
����

�
��


��

�
���� � �� ��

Deoarece �� �� sgn��� ��� are loc o corect�ie a ponderilor�

w� � w� � 
� ����� ��x� �

�
����

�
��



� �

�
����� 
� �

�
����

�
��


��
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���� �
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� �
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Pasul �� Se aplic�a x�


net� � w�tx� �
h

 �� � �
� � ��

i
�
����


� �
�
� �



� �

�
���� � ��� ��

Deoarece �� � sgn���� ��� nu se aplic�a nici o corect�ie


Pasul �� Se aplic�a x�


net� � w�tx� �
h
�� � 
� � ��

i
�
����


� �
�
� �



� �

�
���� � ��� ��

Deoarece � �� sgn���� ��� se aplic�a o corect�ie�

w� � w� � 
� ��� � ��� �

�
����


� �
�
� �

� �

� �

�
���� �
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Nu este o simpl�a coincident��a faptul c�a ultima component�a a vectorilor x�� x��
x� este invariabil�a
 �Inv�at�area prin regula perceptronului necesit�a ca o component�a
a vectorului de intrare s�a �e �xat�a �nu neap�arat la valoarea ���


Dac�a recicl�am din nou vectorii x�� x�� x� la intrare� erorile vor � mai mici�
deci ret�eaua a 	��nv�at�at	
 De exemplu� dac�a dup�a ce am aplicat o dat�a x�� x�� x�
mai aplic�am o dat�a x�� obt�inem net� � 
� �� deci r�aspunsul este mai bun dec�at
net� � �� �


Un contraexemplu important�

x� �

�
�
�

�
x� �

� ��
��

�
d� � � d� � � �

Trebuie ca w� � w� � 
 �si w� � w� � 
� ceea ce este imposibil
 Fie acum�

y� �

�
�� �

�
��

�
�� y� �

�
�� ����
��

�
�� d� � � d� � � �

�In acest caz trebuie ca w� �w� � w� �si w� �w� � �w�
 Acest sistem are solut�ii�
evident� de exemplu w� � �� w� � �� w� � ��
 Ce am f�acut de fapt� Deoarece
este evident c�a x� �si x� nu pot � ��nv�at�at�i ��n mod supervizat� am considerat vec�
torii extin�si y� �si y� care se obt�in din x� �si x� prin ad�augarea unei componente
constante� ��
 Am v�azut c�a pentru y� �si y� exist�a w� �si w� astfel ��nc�at percep�
tronul s�a ��nvet�e corect
 Putet�i acum folosi regula perceptronului pentru a ��nv�at�a
y� �si y�
 �Incercat�i s�a explicat�i din punct de vedere geometric care este diferent�a
dintre a ��nv�at�a x� �si x� fat��a de a ��nv�at�a y� �si y�


�� Exemplu de ��nv�at�are prin regula delta

Folosim aceia�si vectori ca ��n exemplul precedent�

x� �

�
����

�
��


��

�
���� x� �

�
����



�� �
�
� �
��

�
���� x� �

�
����
��
�

� �
��

�
���� w� �

�
����

�
��



� �

�
����

La fel� r�aspunsurile dorite sunt ��� ��� �� iar c � 
� �

Se demonstreaz�a mai t�arziu c�a�

f ��net� �
�

�
��� o��

dac�a f este funct�ia de activare bipolar�a continu�a
 Consider�am � � �


Pasul �� Se aplic�a x�

net� � w�tx� � �� �

o� � f�net�� � 
� ���
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f ��net�� �
�

�
!�� �o���" � 
� ��

w� � c���� o��f ��net��x� �w� �

�
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� ���
�
� ���
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�
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Pasul �� Se aplic�a x�

net� � w�tx� � ��� ���
o� � f�net�� � �
� ��

f ��net�� �
�

�
!�� �o���" � 
� ���

w� � c���� o��f ��net��x� �w� �

�
����


� ���
�
� ���
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Pasul �� Se aplic�a x�

net� � w�tx� � ��� ��
o� � f�net�� � �
� ���

f ��net�� �
�

�
!�� �o���" � 
� ���

w� � c���� o��f ��net��x� �w� �

�
����


� ���
�
� ���

� 
��

� �
�

�
���� �

Metoda necesit�a de obicei valori mici pentru c


��� Exercit�ii

�
 Folosit�i neuronul McCulloch�Pitts pentru a elabora ret�ele care implemen�
teaz�a urm�atoarele funct�ii logice�

�a� ok�� � xk�o
k
�o

�k
� � unde x

�k
� este complementul lui xk�
 Se va folosi un

neuron


�b� ok�� � x
�k
� x

k
�x

�k
� 
 Se vor folosi doi neuroni ��n cascad�a


�c� ok�� � xk�x
k
�
 Se vor folosi doi neuroni ��n cascad�a


�
 Ar�atat�i c�a ret�elele neurale din �gura �
�
 sunt echivalente �implementeaz�a
aceea�si funct�ie�
 Se presupune c�a�

f�net� �

�

 net � 

� net � 


�
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f(net)+

f(net)+

f(net)+

1
o

-1
1/2

-1

-1

x1

x2

1

1
1

1

1/2

3/2

f(net)+f(net)+
o

1/2

-1

-1

x1

x2 1

21/2

1

-1

1

-1

Figura ����� Exemplu de ret�ele neurale echivalente�

�
 Ret�eaua din �gura �
�� este un convertor A�D �si poate � utilizat�a pen�
tru codi�carea unei valori continue x ��ntr�un cod binar unipolar pe � bit�i
o� o� o� o��
 Analizat�i ret�eaua �si g�asit�i pentru ce valori ale lui x se obt�in
codi�c�arile �
 
 
 
�� � � � � �� � � ��
 Presupunet�i �� � x � �� �si c�a

f�net� �

�

 net � 

� net � 


�

�
 Ret�eaua din �gura �
�� folose�ste neuroni cu funct�ie de activare bipolar�a
continu�a �� � ��
 S�a m�asurat c�a o� � 
� ��� o� � �
� ��
 G�asit�i vectorul
de intrare x � !x� x�"

t care a fost aplicat


�
 Ret�eaua din �gura �
�� cu funct�ie de activare bipolar�a continu�a este proiec�
tat�a pentru a atribui vectorilor x�� x�� x� clusterele � sau �
 Num�arul
cluster�ului este identic cu num�arul neuronului care produce cel mai mare
r�aspuns
 Determinat�i din ce clustere fac parte vectorii�

x� �

�

� ���

� �

�
x� �

� �
� ���
�
� ���

�
x� �

�

� ���
�
� ��

�
�

�
 �C� Ret�eaua din �gura �
�� folose�ste neuroni cu funct�ie de activare bipolar�a
continu�a �� � �� �si implementeaz�a o aplicat�ie de la planul �x�x�� la seg�
mentul jo�j � �
 Simulat�i funct�ionarea ret�elei �si tabulat�i funct�ia o��x�� x��
pentru jx�j � �� � �si jx�j � �� �


�
 �Inv�at�are hebbian�a pentru un neuron care este instruit cu�

x� �

�
�
��

�
x� �

�


�

�
x� �

�
�
�

�
x� �

�
�
��

�
w� �

�
�
��

�
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f(net)+

f(net)+

f(net)+

f(net)+
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Figura ����� Convertor A�D�

f(net)
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f(net)
o2x2

x1

-1 1
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-1

-1/2

3/4

1/2

Figura ����� Ret�ea neural�a care folose�ste neuroni cu funct�ie de activare bipolar�a continu�a�

�si c � �
 G�asit�i ponderile �nale pentru cazul c�and funct�ia de activare este

�a� bipolar�a binar�a

�b� bipolar�a continu�a� � � �


�
 �C� Implementat�i��nv�at�area unui neuron prin regula perceptronului folosind�

w� �

�
�� 

�



�
��



B� x� �

�
�� �

�
��

�
�� � d� � ��

�
CA



B� x� �

�
�� 

��
��

�
�� � d� � �

�
CA

Repetat�i secvent�a de instruire �x��d��� �x��d�� p�an�a c�and se obt�in r�aspun�
surile corecte
 Listat�i valorile netk obt�inute




��
� EXERCIT� II ��

f(net)
o1

f(net)
o2x2

x1
-0,966

-0,259

0,906

0,423

Figura ����� Ret�ea neural�a care implementeaz�a un clasi
cator�
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x1 f(net)
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1
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-1
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Figura ����� Ret�ea neural�a care implementeaz�a o aplicat�ie de la un plan la o dreapt�a�

�
 �C� Instruit�i prin regula delta un neuron folosind � � �� c � 
� �� �si

w� �

�
�� �


�

�
��



B� x� �

�
�� �



��

�
�� � d� � ��

�
CA



B� x� �

�
�� �
��
��

�
�� � d� � �

�
CA

Se va folosi f ��net� � �
�
��� o��


Repetat�i secvent�a de instruire �x��d��� �x��d�� �si studiat�i comportarea


�

 �C� Folosit�i acelea�si date ca �si ��n problema precedent�a� aplic�and regula
Windrow�Ho�


Repetat�i secvent�a de instruire


��
 �C� Elaborat�i un program pentru analiza ret�elelor feedforward cu dou�a
straturi
 Parametrii de intrare sunt�

� tipul funct�iei de activare

� �� dac�a este cazul

� m�arimea ret�elei

� vectorii de intrare pentru testarea ret�elei

��
 �C� Implementat�i algoritmii de ��nv�at�are pentru un neuron cu cel mult �sase
intr�ari
 Parametrii de intrare sunt�
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� regula �Hebb� perceptron� delta� Windrow�Ho��

� funct�ia de activare

� � �daca este cazul�

� datele pentru instruire

� num�arul de pa�si pentru instruire �se pot repeta datele�




Capitolul �

Clasi�catori pe baz�a de

perceptroni monostrat

�In acest capitol vom formula fundamentele ret�elelor neurale instruibile� folosite ��n
procese de decizie
 Funct�ia principal�a a unui sistem de decizie este luarea decizi�
ilor ��n ceea ce prive�ste clasa din care face parte pattern�ul de intrare considerat


Arhitecturile discutate ��n acest capitol sunt de tip feedforward� neuronii �ind
dispu�si pe un singur strat


��� Clasi�care

Una dintre cele mai importante categorii de probleme care poate � efectuat�a
de o ret�ea neural�a este clasi�carea pattern�urilor
 Un pattern este descrierea
cantitativ�a a unui obiect� eveniment sau fenomen
 Clasi�carea se poate referi
at�at la pattern�uri spat�iale c�at �si temporale �ex
� imagini video de vapoare� h�art�i
meteo� amprente� caractere� semnale acustice� electrocardiograme etc
�


Scopul clasi�c�arii pattern�urilor este de a atribui un obiect �zic� eveniment
sau fenomen unei clase speci�cate ��n prealabil
 Un sistem de clasi�care arat�a ca
��n �gura �
�


masuratori trasaturi
traductor clasificatorextragerea

trasaturilor

clasificator...

nx

x
x1

2

pattern-ul  x

clasa
i  (x)=1  sau  2  sau  ... sau  R0

clasadate

Figura ���� Sistem de clasi
care�

Tr�as�aturile sunt date comprimate obt�inute prin reducerea dimensionalit�at�ii


��
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1112.......

....... x =0

x =1
i

i

de unde putem extrage vectorul�

x �

�
�����
x�
x�




xn

�
�����

f(t )1
f(t )2

f(t )n

t1 t2 tn

f(t)

t
de unde putem extrage vectorul�

x �

�
�����
f�t��
f�t��





f�tn�

�
�����

Figura ���� Exemple de codi
care�

De exemplu� din imaginile recept�ionate de pe satelitul LANDSAT� sunt necesare
doar c�ateva din componentele spectrale


Ret�elele neurale pot � utilizate at�at pentru clasi�care c�at �si pentru extragerea
tr�as�aturilor


�In continuare� vom reprezenta componentele de intrare ale unui clasi�cator ca
un vector x ��g
 �
��
 Clasi�carea este obt�inut�a prin implementarea unei funct�ii
de decizie i�� unde i��x� � f�� � � � �Rg


Atunci c�and pattern�urile de intrare nu sunt identice cu pattern�urile folosite
pentru instruirea clasi�catorului� procesul de clasi�care se nume�ste recunoa�stere


Clasi�carea poate � descris�a de multe ori ��n termeni geometrici
 Orice pattern
poate � reprezentat printr�un punct ��n spat�iul euclidian n�dimensional En numit
spat�iul pattern�urilor
 Un clasi�cator aplic�a mult�imi de puncte din En ��ntr�unul
din numerele �� � � � �R
 Mult�imile care cont�in pattern�urile din clasele �� �� � � �R
le vom nota cu H��H�� � � �HR� respectiv
 �In �gura �
�� n � �� R � � �si i� � j
pentru orice x� Hj� j � �� �� �� �


RegiunileHi sunt regiuni de decizie separate��ntre ele prin suprafet�e de decizie

Presupunem c�a pattern�urile de pe suprafet�ele de decizie nu apart�in nici unei
clase
 �In spat�iul n�dimensional� suprafet�ele de decizie sunt hipersuprafet�e �n� ��
dimensionale
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1

3

1

24
x1

x2

0

(-10,10)

(4,6)

(20,10)

H

H

H

H

H

Figura ���� Regiuni de decizie�

��� Funct�ii discriminant

Presupunem c�a avem o mult�ime �nit�a de pattern�uri n�dimensionale x�� x�� � � ��
xP �si cunoa�stem clasi�carea dorit�a pentru �ecare dintre ele
 Presupunem c�a avem
funct�iile discriminant g�� g�� 


� gR astfel ��nc�at x face parte din clasa i dac�a �si
numai dac�a

gi�x� � gj�x�� pentru j � �� �� � � � � R �si i �� j�

Valorile gi�x� �si gj�x� sunt scalare
 Conform relat�iei de mai sus� ��n regiunea Hi�
gi�x� este maxim ��g
 �
��


1

g (x)
1

2

g (x)
2

R

g (x)
R

...

0
1
2

R

Selector
de

maxim
x

pattern ...

clasa i

Figura ���� Clasi
cator�

Dac�a x se a%�a pe suprafat�a de decizie dintre Hi �si Hj� atunci

gi�x�� gj�x� � 
�

Pentru cazul c�and R � �� clasi�catorul se nume�ste dihotomizator
 Acest cuv�ant
provine din al�aturarea cuvintelor grece�sti dicha ���n dou�a� �si tomia �t�aietur�a�
 �In
cazul dihotomizatorului� regula de clasi�care devine�

g�x� � 
� clasa �
g�x� � 
� clasa �
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unde g�x� � g��x�� g��x�

Funct�ia

i� � sgn!g�x�" �

��	
�

�� g�x� � 

nede�nit g�x� � 

�� g�x� � 


implementeaz�a un dihotomizator ��g
 �
��
 Problema g�asirii funct�iilor discrimi�
nant este esent�ial�a
 Ele pot � liniare sau neliniare


g(x)
g(x)

discriminant

discriminator
comparator

x
pattern clasa i0

Figura ���� Dihotomizator�

Ne vom concentra asupra clasi�catorilor ale c�aror funct�ii discriminant se obt�in
prin ��nv�at�are iterativ�a� cu ajutorul pattern�urilor de instruire
 Presupunem c�a�

�
 Mult�imea pattern�urilor de instruire �si clasi�carea lor sunt cunoscute� deci
��nv�at�area este supervizat�a


�
 Funct�iile discriminant sunt liniare �si doar coe�cient�ii lor sunt ajustat�i pe
parcursul procesului de ��nv�at�are


��� Clasi�catori liniari

Vom discuta ��n detaliu funct�iile discriminant liniare
 �In acest caz� suprafet�ele
de decizie sunt hiperplane
 Consider�am init�ial c�a R � �
 Centrii P�� P� ale
clusterelor care formeaz�a cele dou�a clase sunt vectorii x� �si x�� respectiv ��g

�
��


Punctele prototip P� �si P� pot � interpretate ca centrii de greutate ale clus�
terelor respective
 Vom prefera ca hiperplanul de decizie s�a cont�in�a mijlocul
segmentului care conecteaz�a P� �si P� �si s�a �e perpendicular pe vectorul x� � x�

Ecuat�ia hiperplanului de decizie este atunci�

g�x� � �x� � x��
tx �

�

�

�
kx�k� � kx�k�

�
�

�In general� ecuat�ia lui g�x� este de forma�

w�x� � w�x� � � � �� wnxn � wn�� � 
�

sau� wtx� wn�� � 


sau�

�
w

wn��

�t �
x
�

�
� 
�
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x2

x1

g(x)=0

-1

|
1

g(x)>0

hiperplan de decizie

1_

|
32

P2

clasa 2

P1

clasa 1x1-x2

x1

x2

Figura ���� Separarea a dou�a clase printr�un hiperplan de decizie�

unde� w �

�
�����
w�

w�




wn

�
�����

este vectorul ponderilor
 �In cazul precedent�

w � x� � x�� wn�� �
�

�

�
kx�k� � kx�k�

�
�

Deci� dac�a punctele prototip P� �si P� sunt cunoscute� se deduce �si g�x�

Funct�iile discriminant liniare pot � folosite �si dac�a avem mai mult dec�at dou�a

clase
 Dac�a avem R clase� dou�a c�ate dou�a separabile� atunci vor � p�an�a la R
R���
�

hiperplane de decizie

S�a presupunem c�a folosim criteriul distant�ei minime pentru a clasi�ca pattern�

uri �si c�a avem R clase
 Fiecare clas�a este reprezentat�a de un punct prototip
P�� P�� � � � � PR reprezentat de un vector x�� � � � �xR
 Distant�a euclidian�a dintre un
pattern de intrare x �si pattern�ul prototip xi este

kx� xik �
q
�x� xi�t�x� xi��

Clasi�catorul calculeaz�a distant�ele dintre x �si xi� i � �� �� � � � � R� aleg�and apoi
clasa pentru care distant�a este minim�a
 Avem�

kx� xik� � xtx� �xtix � xtixi� i � �� �� � � � � R�

De fapt� c�aut�am xi pentru care se obt�ine max�xtix� �
�
xtixi�
 Putem lua atunci�

gi�x� � xtix�
�

�
xtixi� i � �� �� � � � � R�
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Funct�ia discriminant are forma

gi�x� � wt
ix� wi�n��� i � �� �� � � � � R�

unde� wi � xi� wi�n�� � ��

�
xtixi� i � �� �� � � � � R�

Clasi�catorii care folosesc criteriul distant�ei minime pot � considerat�i clasi��
catori liniari �si ei se numesc uneori ma�sini liniare
 Un clasi�cator liniar arat�a ca
��n �gura �
�


1

x

1

...

1

wR

11

12 ...

R1

...

R,n+1

pattern

ponderi

1

R

de  maxim
selector

discriminanti

i
raspuns

0

g  (x)

g  (x)

1,n+1

w

R

1

w

w

w

w

w

+

+

Figura ��	� Clasi
cator liniar�

S�a observ�am c�a suprafat�a de decizie Sij dintre regiunile contigue �al�aturate�
vecine� Hi �si Hj este un hiperplan�

gi�x�� gj�x� � 


sau� wt
ix� wi�n�� �wt

jx� wj�n�� � 
�

Dac�a de�nim�

y �

�
x
�

�

obt�inem�
gi�y� � wt

iy�

S�a presupunem c�a avem o mult�ime H de pattern�uri pe care o ��mp�art�im ��n
submult�imile H��H�� � � � �HR
 Dac�a o ma�sin�a liniar�a poate clasi�ca pattern�urile
din Hi ca f�ac�and parte din clasa i� pentru i � �� �� � � � � R� atunci mult�imile Hi

sunt liniar separabile
 Mai formal� dac�a exist�a R funct�ii liniare pentru care�

gi�x� � gj�x� pt
 x � Hi� i � �� �� � � � � R� j � �� �� � � � � R� i �� j�
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x1

x2

0 1

1

|

_

Figura ���� Pattern�uri neseparabile liniar�

atunci mult�imile Hi sunt liniar separabile

�In �gura �
� avem un exemplu de pattern�uri liniar neseparabile care pot �

modelate prin funct�ia de paritate unipolar�a

XOR�x�� x�� � x� � x��

unde � este operatorul OR exclusiv


��	 Utilizarea perceptronului discret �
n instru


irea unui dihotomizator liniar

Am v�azut ��n sect�iunea precedent�a cum se pot determina coe�cient�ii discrimi�
nant�ilor liniari �ponderile� din informat�ia a priori asupra pattern�urilor �si a
apartenent�ei lor la diferite clase


�In aceast�a sect�iune� ponderile se vor obt�ine printr�un proces de ��nv�at�are

Pattern�urile de instruire x��x�� � � � �xP sunt prezentate ma�sinii liniare ��g
 �
��
��mpreun�a cu r�aspunsurile corecte
 Aceast�a secvent��a de pattern�uri se nume�ste
secvent��a de instruire
 R�aspunsul este dat de c�atre supervizor� iar clasi�catorul
���si modi�c�a parametrii pe baza ��nv�at��arii iterative supervizate


+

+
y    =1n+1

...

y =x

y =x

w1

w

nw

wn+1

comparator

+
-

dd-o

o=i0 i  =1 sau -1

y =x1 1

2

n n

2 g(y)
2

0

Figura ��
� Ma�sina liniar�a�

Fie R � �� deci analiz�am cazul unui dihotomizator �folose�ste dou�a clase�
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Suprafat�a de decizie ��n spat�iul En are ecuat�ia�

wtx� wn�� � 


sau� wty � 
� y � En���

Aceast�a ecuat�ie descrie un hiperplan care trece prin origine �si este perpendicular
pe vectorul y� iar y este ��ndreptat c�atre semispat�iul pentru care wty � 
� deci
c�atre semispat�iul unde se a%�a clasa �


�In �gura �
�
 este dat un exemplu ��n care pattern�urile y�� y��


�y� sunt
deplasate de la origine� ��n paralel� de�a lungul hiperplanelor lor de decizie
 Este
umbrit�a regiunea din spat�iul ponderilor care satisface condit�ia de separabilitate
liniar�a a claselor � �si �


1

23

4

5

w y >0t
1

w

w

2

1

pattern-ul 5

pattern-ul 4
(clasa 1)

(clasa  2)

pattern-ul 2
(clasa  2) (clasa  2)

pattern-ul 3

pattern-ul 1
(clasa 1)

w

y4

y
1

y2y

y
3

5

Figura ����� Reprezentarea unor suprafet�e de decizie ��n spat�iul ponderilor�

S�a presupunem acum c�a ponderile init�iale sunt w�
 Discut�am despre pattern�
ul y� din clasa �
 Conform �gurii �
��� y� nu este clasi�cat corect� deoarece
w�ty� � 



Ajust�am vectorul w astfel ��nc�at wty� s�a creasc�a c�at mai rapid� deci ��n direct�ia
gradientului
 Gradientul este�

rw�w
ty�� � y��

Deci� atunci c�and pattern�ul y� este clasi�cat gre�sit� vom ajusta ponderile astfel�

w� � w� � cy�
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y
1

w y =0t
1

w y <0t
1

w y >0t
1

w1

w

w

2

1

(clasa 1)

Figura ����� Ajustarea ponderilor pentru un pattern din clasa ��

unde c � 
 este incrementul de corect�ie
 Repet�and ajustarea de c�ateva ori� indife�
rent de valoarea lui c� ajungem cu ponderile ��n regiunea corect�a� unde wty� � 



S�a presupunem c�a ponderile init�iale sunt w�
 De data aceasta� discut�am
despre pattern�ul y� din clasa � ��g
 �
���


�In acest caz� y� nu este clasi�cat corect� deoarece w�ty� � 

 Descre�stem c�at
mai rapid pe wty�� deci ��n direct�ia gradientului negativ�

w� � w� � cy��

Procedura de instruire supervizat�a este� a�sadar�

w� � w� � cy�

unde 	�	 este valabil c�and se clasi�c�a gre�sit un pattern din clasa �� iar 	�	 este
valabil c�and se clasi�c�a gre�sit un pattern din clasa �
 Atunci c�and pattern�ul este
clasi�cat corect� nu se face nici o corect�ie
 Procedura se repet�a iterativ pentru
toate pattern�urile de instruire
 Vom vedea c�a aceast�a formul�a este aceea�si cu
regula de ��nv�at�are a perceptronului discret �sect�iunea �
��


S�a rezum�am clasi�carea pattern�urilor liniar separabile apart�in�and la doar
dou�a clase
 Se caut�a un vector w astfel ��nc�at�

wty � 
 pentru x � H�

wty � 
 pentru x � H�
�

Perceptronul se instruie�ste pornind cu un vector al ponderilor care este ales ar�
bitrar �si cu un increment de corect�ie ales� de asemenea� arbitrar
 Se ajunge la
un vector w� � wk�� k� �ind num�arul iterat�iilor necesare pentru instruire
 �In
continuare�

w� � wk� � wk��� � � � � �

Se poate demonstra urm�atoarea teorem�a�
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y
1

w y =0t
1

w y <0t
1

w y >0t
1

w1

w

w

2

1

(clasa 2)

Figura ����� Ajustarea ponderilor pentru un pattern din clasa ��

Teorema de convergent��a a perceptronului
 Un clasi�cator pen�
tru dou�a clase liniar separabile de pattern�uri este ��ntotdeauna instru�
ibil ��ntr�un num�ar �nit de iterat�ii


Vom discuta mai detaliat aceast�a teorem�a ��n sect�iunea urm�atoare

Valoarea lui k� depinde de incrementul de corect�ie �si de secvent�a de pattern�

uri utilizate pentru instruire

Regula w� � w� � cy� devine ��n cazul instruirii percepronului discret�

wk�� � wk �
c

�
�dk � ok�yk

unde k este num�arul iterat�iei� ok este ie�sirea actual�a iar dk reprezint�a ie�sirea
dorit�a pentru vectorul yk aplicat la intrare
 Dac�a dk � ok� nu se ajusteaz�a wk

Dac�a dk � � �si ok � ��� atunci�

wk�� � wk � cyk�

Dac�a dk � �� �si ok � �� atunci�

wk�� � wk � cyk�

Algoritmul de instruire a unui perceptron discret care poate � folosit apoi ca
dihotomizator liniar este urm�atorul�

Se dau P perechi �x�� d��� �x�� d���			��xP � dP �� unde xi este un
vector de n elemente� i � �� �� � � � � P 	 Se de�ne�ste vectorul y� �h
xi �

it
� i � �� �� � � � � P 	


	 Se alege c � 
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�	 Se init�ializeaz�a vectorul w de n� � elemente cu valori aleatoare
�si mici	 Se fac urm�atoarele init�ializ�ari� k � �� i� � �si E � 
	


	 y� yi� d� di� o� sgn�wty��

�	 w� w � �
�
c�d� o�y�

�	 Se calculeaz�a eroarea p�atratic�a cumulat�a�

E � E �
�

�
�d� o���

�	 if i � P then i� i� �� k � k � �� go to 
	

�	 if E � 
 then E � 
� i� �� go to 
	
else �s�a terminat instruirea�� write w� k	

��� Utilizarea perceptronului continuu �
n

instruirea unui dihotomizator liniar

Utilizarea perceptronului continuu are dou�a avantaje�

�
 Un control mai �n asupra procedurii de instruire


�
 Se lucreaz�a cu caracteristici diferent�iabile ale comparatorului� ceea ce per�
mite calcularea gradientului erorii


generator
de eroare

... o

E d

y =x

y =x1 1

n n

y    =1n+1

Figura ����� Modelul folosit la instruirea unui perceptron continuu folosit ca dihotomizator
liniar�

Problema modi�c�arii ponderilor se rezolv�a foarte elegant prin minimizarea
funct�iei care m�asoar�a eroarea de clasi�care� iar aceast�a minimizare se realizeaz�a
prin folosirea gradientului ��g
 �
���
 Se porne�ste de la un vector w arbitrar �si
se calculeaz�a rE�w�� gradientul funct�iei eroare curente
 Urm�atoarea valoare a
lui w este obt�inut�a ��ndrept�andu�ne ��n direct�ia gradientului negativ de�a lungul
suprafet�ei multidimensionale a erorii
 Direct�ia gradientului negativ este cea a
descre�sterii cea mai rapide
 Lu�am deci�

wk�� � wk � �rE�wk�
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unde � este constanta de ��nv�at�are� o valoare pozitiv�a

Eroarea de clasi�care care trebuie minimizat�a este�

Ek �
�

�
�dk � ok��

�
�

�

h
dk � f�wktyk�

i�
�

Obt�inem �pentru simpli�carea scrierii� omitem temporar indicii k��

rE�w� � ��d� o�f ��net�y�

unde net � wty� sau�

�E

�wi

� ��d� o�f ��net�yi� i � �� �� � � � � n� �

care este� de fapt� regula delta de ��nv�at�are pentru perceptronul continuu

Dac�a funct�ia de activare este

f�net� �
�

� � e�net
� ��

��n care lu�am � � �� atunci

f ��net� �
�e�net

�� � e�net��
�

Aplic�am identitatea
�e�net

�� � e�net��
�

�

�
��� o��

care se veri�c�a lu�and o � f�net� �si obt�inem�

rE�w� � ��

�
�d� o���� o��y�

Rezult�a�

wk�� � wk �
�

�
��dk � ok���� ok

�
�yk�

Aceast�a regul�a corecteaz�a ponderile ��n aceea�si direct�ie ca �si regula

wk�� � wk �
c

�
�dk � ok�yk

din cazul perceptronului discret
 Difer�a m�arimea vectorului de corect�ie a ponderi�
lor
 Ambele reguli implic�a adunarea sau sc�aderea unei fract�iuni din y
 Diferent�a
esent�ial�a este prezent�a factorului moderator � � ok

�

 Acest factor este 
 � � �

ok
�
� �
 Atunci c�and r�aspunsurile sunt eronate� avem urm�atoarea proprietate�

pentru net apropiat de 
� factorul de corect�ie este mai mare dec�at dac�a net este
departe de 

 Aceasta contribuie la stabilitatea procesului de ��nv�at�are
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O alt�a diferent��a semni�cativ�a este c�a algoritmul pe baza perceptronului dis�
cret duce ��ntotdeauna la o solut�ie �dac�a solut�ia exist�a�
 Acest lucru nu este
garantat ��n cazul perceptronului continuu pentru orice valoare a lui �
 Deoarece
valorile ponderilor se modi�c�a de la un pas la altul� nu mergem de fapt exact
��n direct�ia lui �rE�w�
 Pentru � mic� putem considera c�a mergem ��n aceast�a
direct�ie
 Pentru o valoare a lui � su�cient de mic�a� se ajunge la un w care ��l
minimizeaz�a pe E�w�
 Nu avem o teorem�a a perceptronului de tip continuu care
s�a garanteze convergent�a c�atre o solut�ie


Algoritmul de instruire a unui perceptron continuu pentru utilizarea sa ca
dihotomizator liniar este urm�atorul�

Se dau P perechi �x�� d��� �x�� d���			��xP � dP �� unde xi este un
vector de n elemente� i � �� �� � � � � P 	 Se de�ne�ste vectorul y� �h
xi �

it
� i � �� �� � � � � P 	


	 Se aleg � � 
� � � � �si Emax � 
	

�	 Se init�ializeaz�a vectorul w de n� � elemente cu valori aleatoare
�si mici	 Se fac urm�atoarele init�ializ�ari� k � �� i� � �si E � 
	


	 y � yi� d � di� o � f�wty�� care este funct�ia de activare
continu�a	

�	 w� w � �
�
��d� o���� o��y�

�	 Se calculeaz�a eroarea p�atratic�a cumulat�a�

E � E �
�

�
�d� o���

�	 if i � P then i� i� �� k � k � �� go to 
	

�	 if E � Emax then E � 
� i� �� go to 
	
else �s�a terminat instruirea�� write w� k� E	

�In acest capitol am presupus p�an�a acum c�a yn�� � ��
 Fie acum un diho�
tomizator bazat pe perceptron� ��n care yn�� � �� ��g
 �
���


... f(net)

w1

nw

n+1w

y =x1 1

ny =xn

y    =1n+1

Figura ����� Perceptron instruit ca dihotomizator�

Ca urmare a procesului de instruire� obt�inem acela�si rezultat� doar semnul lui
wn�� se inverseaz�a
 Putem lua deci yn�� � �� sau yn�� � ��
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S�a presupunem� ��n cazul dihotomizatorului bazat pe perceptronul continuu�
c�a lu�am yn�� � ��
 Atunci�

net � wtx� wn���

Lu�am T � wn��
 Avem��
f�net� � 
 pentru wtx � T
f�net� � 
 pentru wtx � T

�

Funct�ia de activare f cu argumentul wtx este cea din �gura �
��


net

f(net)

T=w

_1

-1

n+1

Figura ����� Funct�ia de activare folosit�a de un perceptron instruit ca dihotomizator�

Procesul de instruire accept�a pentru yn�� orice valoare constant�a
 Lu�and ��ns�a
yn�� � ��� wn�� devine egal cu pragul T al neuronului
 De acum ��ncolo� vom
considera yn�� � �� �si wn�� � T � ��n cazul ��n care nu speci�c�am altfel


��� Mai multe despre teorema de convergent��a

a perceptronului

Vom discuta ��n aceast�a sect�iune mai ��n detaliu acest important rezultat teoretic

S�a ne reamintim enunt�ul teoremei�

T�
 Un clasi�cator pentru dou�a clase liniar separabile de pattern�uri
este ��ntotdeauna instruibil ��ntr�un num�ar �nit de iterat�ii


Iterat�iile se refer�a la relat�ia�

wk�� � wk �
c

�
�dk � ok�yk�
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adic�a� dac�a�
dk �� ok � wk�� � wk � cyk�

O alt�a variant�a a acestei teoreme este cea formulat�a de Rosenblatt ������ �si
de Minsky �si Papert �������

T�
 Dac�a pattern�urile de intrare sunt din f��� 
���gn� atunci un
perceptron ��nvat��a ��ntr�un num�ar �nit de pa�si s�a clasi�ce corect pat�
tern�urile� presupun�and c�a acestea sunt liniar separabile


Trebuie s�a not�am c�a�

�
 Ponderile init�iale pot � numere reale oarecare


�
 Nu ��l putem determina pe k� deoarece depinde de w�� unde w� este un
vector solut�ie pentru ponderi
 Deci ar trebui s�a ��l cunoa�stem a priori pe w�

pentru a determina num�arul de iterat�ii
 De asemenea� k� depinde de w�


Ne punem acum problema ce se ��nt�ampl�a c�and aplic�am algoritmul percep�
tronului asupra a dou�a clase de pattern�uri care nu sunt liniar separabile
 Se
poate demonstra urm�atoarea teorem�a�

T�
 Pentru o secvent��a �nit�a de pattern�uri de instruire cu n com�
ponente din f��� 
���gn� algoritmul de instruire a perceptronului va
executa� ��ntr�un num�ar �nit de pa�si� exact una dintre urm�atoarele
dou�a variante�

�
 Produce un vector al ponderilor pentru care perceptronul clasi�
�c�a corect toate pattern�urile de instruire� dac�a �si numai dac�a
aceste pattern�uri sunt liniar separabile


�
 P�ar�ase�ste �si reviziteaz�a un vector al ponderilor� dac�a �si numai
dac�a pattern�urile de instruire nu sunt liniar separabile


Se pot face acum urm�atoarele observat�ii�

�
 Rezult�a astfel o procedur�a de testare a liniar separabilit�at�ii


�
 Nu se cunoa�ste o limit�a superioar�a pentru c�at ar dura acest test


�In �nal� se poate demonstra urm�atoarea teorem�a�

T�
 Dac�a pattern�urile de instruire au componente reale� algoritmul
de instruire a perceptronului poate s�a nu convearg�a c�atre o solut�ie�
chiar dac�a pattern�urile sunt liniar separabile �constanta de ��nv�at�are
�ind oarecare�


Cu alte cuvinte� atunci c�and pattern�urile de instruire au componente reale
oarecare� alegerea unei constante de ��nv�at�are adecvate devine critic�a �si aceast�a
constant�a nu mai poate � un num�ar real pozitiv oarecare
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��� Instruirea unui clasi�cator liniar prin uti


lizarea unei ret�ele monostrat de perceptroni

Fie R � � clase dou�a c�ate dou�a liniar separabile
 Exist�a deci R funct�ii discrimi�
nant liniare astfel ��nc�at�

gi�x� � gj�x� pentru i� j � �� �� � � � � R� i �� j �x � Hi�

De�nim vectorul ponderilor

wq �
h
wq� wq� � � � wq�n��

it
�

S�a presupunem c�a un pattern y este prezentat unui clasi�cator liniar
 Dac�a
wt

iy � wt
jy� j � �� �� � � � � R� i �� j� clasi�carea este corect�a �si

w�
� � w��

w�
� � w��





wR
� � wR

sunt valorile ajustate ale vectorilor ponderilor
 Dac�a avem wt
iy � wt

my pentru
un m �� i� atunci�

wi
� � wi � cy

wm
� � wm � cy

wk
� � wk pentru k � �� �� � � � � R� k �� i�m

sau�

wij
� � wij � cyj pentru j � �� �� � � � � n� �

wmj
� � wmj � cyj pentru j � �� �� � � � � n� �

wkj
� � wkj pentru k � �� �� � � � � R� k �� i�m� j � �� �� � � � � n� �

Acest clasi�cator are la ie�sire un selector de maxim

S�a ��ncerc�am acum s�a ��nlocuim selectorul de maxim dintr�un clasi�cator liniar

cu R perceptroni discret�i ��g
 �
���

Dac�a x � Hi� trebuie ca oi � � �si oj � �� pentru j � �� �� � � � � R �si j �� i


Elimin�am astfel selectorul de maxim
 Ajustarea ponderilor se face astfel�

wk��
i � wk

i �
ck

�

�
dki � oki

�
yk� pentru i � �� �� � � � � R�

Aceasta este regula de instruire a clasi�catorului bazat pe o ret�ea de perceptroni
discret�i
 �In relat�ia de mai sus� di �si oi se refer�a la al i�lea perceptron


Teorema perceptronului se poate generalizaa �si demonstra �si pentru cazul cu
R � � clase dou�a c�ate dou�a liniar separabile


Algoritmul de instruire a unei ret�ele monostrat de perceptroni folosit�a ca �si
clasi�cator liniar este urm�atorul�
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+

+

+

x
-1

11w

w
12w

1,n+1
w21

w22
w2,n+1

wR1

R2w
wR,n+1

...
...

...
...

o1

o2comparator
2

oRcomparator
R

comparator
1

Figura ����� Clasi
cator liniar cu R clase�

Se dau perechile �x��d���			 ��xP �dP �� unde xi este un vector de

R elemente �si i � �� �� � � � � P 	 Se de�nesc vectorii yi �
h
xi ��

it
�

i � �� �� � � � � P 	


	 Se alege c � 
� ca ��n cazul perceptronului discret	

�	 Se init�ializeaz�a matricea W de R� �n��� cu valori aleatoare �si
mici	 Se init�ializeaz�a k� �� p� � �si E � 
	


	 y � yp� d � dP � oi � sgn�wt
iy�� pentru i � �� �� � � � � R� unde

wi este linia i din matricea W	

�	 wi � wi�
�
�
c�di� oi�y� pentru i � �� �� � � � � R� unde i reprezint�a

elementul al i�lea din vectorul d	

�	 E � �
�
�di � oi�

� � E� i � �� �� � � � � R	

�	 if i � P then i� i� �� p� p� �� go to 
	

�	 if E � Emax then E � 
� i� �� go to 
	
else �s�a terminat instruirea�� write w� k� E	

Putem folosi �si o ret�ea de perceptroni de tip continuu ��g
 �
���

�In acest caz� ajustarea ponderilor se face astfel�

wk��
i � wk

i �
�

�
��dki � oki �

�
�� ok�i

�
yk� pentru i � �� �� � � � � R�

Asupra acestei formule �si a ret�elei de perceptroni de tip continuu vom discuta pe
larg ��n capitolul urm�ator


��� Exemple

Exemplu de construire a unui clasi�cator liniar

Avem urm�atoarele pattern�uri ��
����

x� �

�
�

�

�
� x� �

�
�
��

�
� x� �

�
��
�

�
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x
-1

11w

w
12w

1,n+1

wR1
R2w

wR,n+1

...
...

...

o1

oR

Figura ���	� Ret�ea de perceptroni de tip continuu�

cu n � � �si R � �


Folosim formula

wi � xi
wi�n�� � ��

�
xtixi� i � �� �� � � � � R�

�si obt�inem ponderile�

w� �

�
�� �


�
���

�
�� � w� �

�
�� �

��
���� �

�
�� � w� �

�
�� ��

�
���

�
�� �

Din formula�

gi�x� � wt
ix� wi�i��� i � �� �� � � � � R

obt�inem funct�iile discriminant

g��x� � �
x� � �x� � ��
g��x� � �x� � x� � ��� �
g��x� � ��x� � �x� � ���

Din

wt
ix� wi�n�� �wt

jx� wj�n�� � 


sau din gi�x�� gj�x� � 
� obt�inem�

S�� � �x� � �x� � ��� � � 

S�� � ���x� � �x� � �� � 

S�� � ��x� � �
x� � �
� � � 
�
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P (-5,5)

P (2,-5)
2

1

3

S P (10,2)

S13

S12

S23

H

H

H

1

2

3

x

x2

1

123

Figura ����� Suprafet�ele de decizie pentru un clasi
cator liniar� S��� � ��� ��	� �� �����

Exemplu de instruire a unui dihotomizator cu
ajutorul unui perceptron discret

Avem urm�atoarele patru pattern�uri �si r�aspunsuri dorite pentru �ecare dintre ele�

Clasa �� x� � �� x� � �� d� � d� � �
Clasa �� x� � �
� �� x� � ��� d� � d� � ���

Pattern�urile extinse sunt�

y� �

�
�
�

�
� y� �

� �
� �
�

�
� y� �

�
�
�

�
� y� �

� ��
�

�
�

Fie ponderile init�iale w� �
h
��� � �� ��

it
alese arbitrar
 Regula w� � w� cy

devine ��n cazul perceptronului�

$wk �
c

�

h
dk � sgn�wktyk�

i
yk�

Alegem c � �


Pasul �� Aplic�am y�

o� � sgn

�h
��� � �� ��

i � �
�

��
� ��

d� � o� � �

w� � w� � y� �

� ��� �
�� ��

�
�
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1x

1x

1x

1

3

i   =1  sau  2  sau  3selector
de maxim2

g (x)
1

1
2x

10

2

-52

2

1
2x

2

-5

-14,5

+

+

g (x)
3

1
2x

-5

5

-25
+

g (x) 0

Figura ���
� Clasi
catorul liniar care implementeaza regiunile de decizie din 
gura �����

+

+

1

w2

net

comparator

+
-

dd-o

w
y =x11

y =12

Figura ����� Perceptron discret folosit ca un clasi
cator instruibil�

Pasul �� Aplic�am y�

o� � sgn

�h
��� � �� ��

i � �
� �
�

��
� �

d� � o� � ��

w� � w� � y� �

� ��
�� ��

�
�

Pasul �� Aplic�am y�
o� � ��

d� � o� � �

w� � w� � y� �

�
�

�� ��

�
�

Pasul �� Aplic�am y�
 Dup�a citirea lui y�� nu se modi�c�a ponderile
 Recicl�am
secvent�a y�� 


� y� deoarece nu �stim dac�a perceptronul a reu�sit s�a ��nvet�e s�a
clasi�ce corect




���� EXEMPLE ��

Pasul �� Aplic�am y�
w� � w��

Pasul �� Aplic�am y�
w� � w��

Pasul 	� Aplic�am y�

w� �
h
�� � �� ��

it
�

Pasul 
� Aplic�am y�
w
 � w��

Recicl�am din nou �si obt�inem�

w�� � w� � w
 � w�

w�� �
h
� 
� ��

i
care sunt ponderile �nale�

Exemplu de instruire a unui dihotomizator liniar cu aju�
torul unui perceptron continuu

Relu�am exemplul din cazul discret
 Valoarea erorii la pasul k este�

Ek �
�

�

�
dk �

�
�

� � e��netk
� �

���

�

unde netk � wkty
 Lu�and yk � yk� pentru k � �� �� �� �� obt�inem�

E��w� �
�

�

�
��

�
�

� � e��
w��w��
� �

���

�

Consider�am � � � �si obt�inem�

E��w� �
�

!� � ew��w�"�
�

La urm�atorii pa�si obt�inem�

E��w� �
�

!� � e���w��w�"�

E��w� �
�

!� � e�w��w�"�

E��w� �
�

!� � exp��w� � w��"
� �

Lu�am � � 
� � �si facem calculele conform algoritmului
 Deoarece o nu poate �
niciodat�a ��� vom lua de obicei pentru d valorile �
�� �si 
��
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Exemplu de instruire a unui clasi�cator reprezentat ca re�
t�ea de perceptroni discret�i

Relu�am clasi�catorul liniar �R � �� construit deja pe baza distant�ei minime

Sunt u�sor de calculat valorile funct�iilor discriminant ��n x�� x� �si x��

x� x� x�
g��x� �� ��� ���
g��x� ���� ���� �����
g��x� ��� ��
 ��

R�aspunsurile maxime se obt�in� desigur� pe diagonal�a
 Construim �nu prin instru�
ire� ret�eaua de perceptroni corespunz�atoare acestui clasi�cator ��g
 �
���
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Figura ����� Ret�ea de perceptroni�

Ar trebui s�a avem w��� � ��� w��� � ��� � �si w��� � �� ca valori de prag
 Putem
sc�adea aceste praguri cu � f�ar�a ca s�a modi�c�am r�aspunsurile clasi�catorului


Vom construi acum direct clasi�catorul prin instruirea ret�elei de perceptroni

Alegem aleator vectorii init�iali�

w�
� �

�
�� �
��



�
�� w�

� �

�
�� 

��
�

�
�� w�

� �

�
�� �

�
��

�
�� �

Fie c � �
 Cu 	&	 marc�am r�aspunsurile incorecte


Pasul �� �y��

sgn
�
� �� 


� ��� �

�
��

�
�� � �

sgn
�

 �� �

� ��� �

�
��

�
�� � ��

sgn
�
� � ��

� ��� �

�
��

�
�� � � �



���� EXEMPLE ��

w�
� � w�

�� w�
� � w�

�� w�
� �

�
�� �

�
��

�
���

�
�� �


�
��

�
�� �

�
�� ���




�
�� �

Pasul �� �y��

sgn
�
� �� 


� ��� �
��
��

�
�� � � �

sgn
�

 �� �

� ��� �
��
��

�
�� � �

sgn
�
�� � 


� ��� �
��
��

�
�� � �� �

w�
� �

�
�� �
�



�
���

�
�� �
��
��

�
�� �

�
�� ���

�

�
�� � w�

� � w�
�� w�

� � w�
��

Pasul �� �y��

sgn �w�t
� y�� � � �

sgn �w�t
� y�� � ��

sgn �w�t
� y�� � �

w�
� �

�
�� �
��
�

�
�� � w�

� � w�
�� w�

� � w�
��

Se ��ncheie primul ciclu� apoi relu�am secvent�a etc
 Se modi�c�a doar ponderile
primului perceptron


w�
� � w�

�� w�
� �

�
�� �
�
�

�
�� � w�

� �

�
�� �
��
�

�
�� � w


� � w�
�� w�

� �

�
�� �
�
�

�
�� �

Obt�inem o ret�ea de perceptroni pentru care�

o� � sgn��x� � �x� � ��
o� � sgn��x� � ��
o� � sgn���x� � x���

S�au produs regiuni de indecizie ���n �g �
��� sunt zonele umbrite�
 De exem�

plu� pentru Q avem o �
h
� � ��

it
� Pe de alt�a parte� pattern�uri ca acest Q

nu au fost utilizate la instruire
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P (2,-5)
2

1

x

x2

1

o=[-1 -1 +1]

o=[+1 -1 -1]

o=[-1 +1 -1]

o=[+1 +1 -1]

Q

t

t

t

t

3

P  (10,2)

P  (-5,5)

5x  +3x  -5=01 2

-x   -2=02

1 2-9x  +x  =0

Figura ����� Regiuni de indecizie�

��� Exercit�ii

�
 �C� Implementat�i algoritmul de instruire a unui dihotomizator cu ajutorul

unui perceptron discret lu�and c � �� w �
h

 
 
 


it
�si

clasa �� x�
h

� � 
� � 


it h

� � 
� � 
� �

it h
� 
� � 
� �

it
clasa �� x�

h

 
� � 
� �

it h

� � 
� � �� �

it h

� � 
� � 
� �

it
�

�Incercat�i �si alte valori pentru c


1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

[ 1 0 0 1 0 0 1 1 1 ]

Figura ����� Caracterele tip�arite L �si I folosite al instruirea unui dihotomizator�



���� EXERCIT� II ��

�
 �C� Implementat�i algoritmul de instruire a unui dihotomizator cu aju�
torul unui perceptron continuu��n condit�iile problemei precedente
 �Incercat�i
diferite valori pentru constanta de ��nv�at�are


�
 Prin algoritmul de instruire a unui clasi�cator liniar cu trei clase reprezentat
printr�o ret�ea de trei perceptroni discret�i� s�a ajuns ca ��n trei pa�si s�a se
termine instruirea
 Se consider�a c � �


Pasul �� �x��
 Se ajusteaz�a w�
� � w�

� � w�
� �

h

 
 


it



Pasul �� �x��
 Se ajusteaz�a w�
�


Pasul �� �x��
 Se ajusteaz�a w�
�


�In �nal�

w�
� �

h
� � ��

it
� w�

� �
h
� �� ��

it
� w�

� �
h
� �� �

it
�

G�asit�i pattern�urile x�� x� �si x�


�
 �C� Implementat�i algoritmul de instruire a unui clasi�cator liniar reprezen�
tat
ca ret�ea de perceptroni discret�i folosind c � � �si urm�atoarele pattern�uri de
instruire�

i� � � pentru x�
h
� 
 


it
�

h
� � 


it
i� � � pentru x�

h
� 
 �

it
�

h
� � �

it
i� � � pentru x�

h
� � 


it
�

h

 � �

it
i� � � pentru x�

h

 
 


it
�
h

 
 �

it
�

Reprezentat�i suprafet�ele de decizie rezultate


�
 Proiectat�i �si instruit�i un clasi�cator pentru caracterele tip�arite L �si I ��g

�
���


Folosit�i un perceptron discret
 Ce se ��nt�ampl�a dac�a literele sunt distorsion�
ate�

Rezultat� Apare indecizia
 Ar trebui s�a instruim perceptronul �si cu aceste
litere distorsionate
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Capitolul �

Ret�ele neurale feedforward

multistrat

Pentru pattern�uri de instruire care nu sunt liniar separabile� ret�eaua neural�a
introdus�a ��n capitolul � trebuie modi�cat�a
 Modi�carea se poate face astfel�

� �e prin utilizarea unor funct�ii discriminant neliniare �de ex
 liniare pe
port�iuni��

� �e printr�o ret�ea multistrat


Alegem ultima variant�a
 �In acest caz� �ecare strat este compus dintr�o ret�ea care
se bazeaz�a pe conceptul de funct�ie discriminant liniar�a


Ret�elele multistrat pot implementa suprafet�e de decizie arbitrare
 �In com�
pletare la capitolul �� se pot rezolva astfel multe alte aplicat�ii� aproximarea
funct�iilor� recunoa�sterea caracterelor scrise� recunoa�sterea vorbirii� sisteme ex�
pert� generarea traiectoriilor etc


Ret�elele neurale multistrat sunt ��n prezent cele mai r�asp�andite arhitecturi

�In acest capitol� vom studia ret�elele neurale multistrat instruibile


	�� Clasi�carea pattern
urilor liniar

neseparabile

Fie dou�a mult�imi de pattern�uri Y� �si Y�
 Dac�a nu exist�a un vectorw al ponderilor
astfel ��nc�at�

ytw � 
 pentru orice y � Y�

ytw � 
 pentru orice y � Y�

atunci Y� �si Y� sunt liniar neseparabile
 Vom presupune c�a pattern�urile din Y�

�si Y� sunt vectori m�arit�i cu o component�a

S�a presupunem pentru ��nceput c�a dou�a mult�imi de pattern�uri H� �si H� tre�

buie clasi�cate ��n dou�a categorii ��g
 �
��

Aceast�a clasi�care se poate implementa ca ��n �gura �
�


��



�
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1

2

3

A

B

C
D

E

clasa 1
clasa 2

Figura ���� Dou�a mult�imi de pattern�uri care trebuie clasi
cate ��n dou�a categorii�

Fiecare dintre cele �sapte compartimente �inclusiv A�


�E� sunt aplicate ��ntr�
unul din v�arfurile cubului� ��n spat�iul o�o�o� �spat�iul o�
 Se observ�a c�a ��n spat�iul
imagine o� pattern�urile din cele dou�a clase sunt u�sor separabile printr�un plan�
de exemplu prin planul o� � o� � o� � 

 Perceptronul cu intr�arile o�� o�� o� este
un dihotomizator liniar�

o� �

�
sgn�o� � o� � o�� � 
 � clasa �
sgn�o� � o� � o�� � 
 � clasa �

�

	�� Regula de �
nv�at�are delta pentru o ret�ea de

neuroni monostrat

Fie o ret�ea monostrat de perceptroni de tip continuu ��g
 �
�� ��n care dac�a
yJ � ��� atunci wkJ � k � �� �� � � � � K sunt chiar valorile pragurilor celor K
neuroni


�In aceast�a ret�ea� o � # !Wy"� unde�

y �

�
�����
y�
y�




yJ

�
����� o �

�
�����
o�
o�




oK

�
����� W �

�
�����
w�� w�� � � � w�J

w�� � � �





wK� � � � wKJ

�
�����
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Figura ���� �a� Clasi
cator monostrat� �b� Reprezentarea pattern�urilor din 
gura ��� ��n spat�iul
imagine o�
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Figura ���� Ret�ea monostrat de perceptorni de tip continuu�
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�
�����
f��� 
 � � � 


 f��� � � � 



 
 



 
 � � � f���

�
����� �

Prin de�nit�ie�

d �

�
���
d�




dK

�
��� �

este r�aspunsul dorit
 Generaliz�am expresia erorii�

Ep �
�

�

KX
k	�

�
dpk � opk

��
�

�

�
kdp � opk�
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pentru un pattern p� p � �� �� � � � � P � unde dp este r�aspunsul dorit� iar op r�aspunsul
ret�elei pentru pattern�ul p�

dp �

�
���
dp�





dpK

�
��� op �

�
���
op�





opK

�
��� �

Pentru simplitate� s�a presupunem c�a

yJ � �� �si wkJ � Tk pentru k � �� �� � � � � K

unde Tk sunt praguri
 Ca �si ��n cazul unui singur perceptron� calcul�am

$wkj � �� �E

�wkj
�

deci pe direct�ia gradientului negativ al erorii� unde pentru simplitate am omis
indicele lui E
 Avem�

ok � f�netk�� netk �
PJ

j	�wkjyj pentru k � �� �� � � � � K�

Semnalul de eroare pentru al k�lea neuron este�

	ok � � �E

�netk
�

Acest semnal l�am numit �si semnal de ��nv�at�are
 Avem�

�E

�wkj
�

�E

�netk
� �netk
�wkj

� �	okyj�

deoarece
�netk
�wkj

� yj�

Putem scrie�

$wkj � �	okyj� pentru k � �� �� � � � � K� j � �� �� � � � � J�

Calcul�am�

	ok � � �E

�ok
� �ok
�netk

Dar

f �k�netk� �
�ok
�netk

�si
�E

�ok
� ��dk � ok��

Obt�inem�
	ok � �dk � ok�f

�
k�netk�� pentru k � �� �� � � � � K�
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Formula de ajustare a ponderilor este atunci�

$wkj � ��dk � ok�f
�
k�netk�yj

�si este identic�a cu regula de ��nv�at�are delta pentru un singur perceptron

Pentru funct�ia de activare continu�a unipolar�a� obt�inem

f ��net� �
e�net

�� � e�net��
�

�

� � e�net
� � � e�net � �

� � e�net
� o��� o��

�In acest caz� avem�
	ok � �dk � ok�ok��� ok��

�In cazul bipolar� am ar�atat ��n capitolul � c�a�

f ��net� �
�

�
��� o��

�si deci�

	ok �
�

�
�dk � ok���� o�k��

�In concluzie� actualizarea ponderilor se face pentru k � �� �� � � � � K� j � �� �� � � � � J
astfel�

w�
kj � wkj � ��dk � ok�ok��� ok�yj

pentru

ok �
�

� � e�netk

�si

w�
kj � wkj �

�

�
��dk � ok���� o�k�yj

pentru

ok � �

�
�

� � e�netk � �
�

�
�

�In general� putem scrie
W� � W � �	oy

t�

unde

	o �

�
�����
	o�
	o�





	oK

�
����� �

Algoritmul de instruire a unei ret�ele monostrat de perceptroni de tip continuu
prin regula delta este urm�atorul�

Se dau perechile �y��d��� �y��d���			��yP �dP �� unde yi este un vec�
tor de J elemente� di este un vector de K elemente� iar componenta
J a vectorului yi� i � �� �� � � � � P � este ��	
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	 Se aleg � � 
 �si Emax � 
	

�	 Se init�ializeaz�a matriceaW de K�J elemente cu valori aleatoare
�si mici	 Se init�ializeaz�a� p� �� q � � �si E � 
	


	 y� yp� d� dp� ok � f�wt
ky� pentru k � �� �� � � � � K� unde wk

este linia k din W	

�	 Se actualizeaz�a ponderile conform regulii

wk � wk �
�

�
��dk � ok���� o�k�y

pentru k � �� �� � � � � K ��n cazul bipolar
�si conform regulii

wk � wk � ��dk � ok�ok��� ok�y

pentru k � �� �� � � � � K ��n cazul unipolar	

�	 Se calculeaz�a eroarea p�atratic�a cumulat�a�

E � E �
�

�
�dk � ok�

�� k � �� �� � � � � K�

�	 if p � P then p� p� �� q � q � �� go to 
	

�	 if E � Emax then E � 
� p� �� go to 
	
else �s�a terminat instruirea�� write W� q� E	

	�� Regula delta generalizat�a

Vom generaliza acum regula delta de ��nv�at�are pentru ret�ele feedforward multi�
strat
 Consider�am pentru aceasta o ret�ea de neuroni cu dou�a straturi ��g
 �
��


Straturile de neuroni ale c�aror ie�siri nu sunt direct accesibile se numesc straturi
interne sau straturi ascunse
 Pentru stratul ascuns avem�

$vji � �� �E
�vji

� j � �� �� � � � � J� i � �� �� � � � � I�

�E

�vji
�

�E

�netj
� �netj
�vji

�

$vji � �	yjzi�

unde 	yj este semnalul de eroare pentru stratul ascuns av�and ie�sirea y
 Vom scrie

	yj � � �E

�netj
� j � �� �� � � � � J

�si atunci

	yj � ��E

�yj
� �yj
�netj
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y1

yj

J-1y

11v

11v 11w
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J-1,Iv

JIv
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1
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o

1
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K

wkj

w
k1

wK1

w
KJ

1z

z  = -1
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I
y  = -1
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Figura ���� Ret�ea neural�a feedforward cu un strat ascuns�

unde
�E

�yj
�

�

�yj

�
�

�

KX
k	�

fdk � f !netk�y�"g�
�
�

Dar

f �i�netj� �
�yj
�netj

�E

�yj
� �

KX
k	�

�dk � ok� � �

�yj
�f !netk�y�"�

� �
KX
k	�

�dk � ok�f
��netk�

�netk
�yj

� �
KX
k	�

	okwkj

deoarece

	ok � �dk � ok�f
��netk�

netk �
JX
j	�

wkjyj�

Atunci�

	yj � f �j�netj�
KX
k	�

	okwkj� j � �� �� � � � � J

$vji � �f �j�netj�zi
KX
k	�

	okwkj� j � �� �� � � � � J� i � �� �� � � � � I�
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Ultima relat�ie este regula delta generalizat�a
 Aceast�a regul�a se poate rescrie ��n
felul urm�ator�

v�ji � vji � �f �j�netj�zi
KX
k	�

	okwkj� j � �� �� � � � � J� i � �� �� � � � � I

sau� matriceal�

V� � V � �	yz
t�

unde

z �

�
���
z�




zI

�
��� V �

�
���
v�� � � � v�I






 
 






vJ� � � � vJI

�
��� 	y �

�
���
	y�




	yJ

�
��� �

�In aceast�a relat�ie�

	yj � f �j�netj�
KX
k	�

	okwkj

sau

	y � wt
j	of

�
y�

unde wj este coloana j din W� iar

f �y �

�
���
f �y�





f �yJ

�
��� �

Pentru cazul unipolar� folosim f �yj � yj�� � yj�� iar pentru cazul bipolar avem

f �yj �
�
�
��� y�j �


Compar�and regulile de actualizare a ponderilor�

pentru stratul de ie�sire� W� � W � �	oy
t

pentru stratul ascuns� V� � V � �	yz
t

se observ�a c�a diferent�a semni�cativ�a este indicele care localizeaz�a stratul �si modul
��n care se calculeaz�a vectorul semnalului de eroare 	�

	o �
h
	o� � � � 	oK

it
� 	ok � �dk � ok�f

�
ok
�netk�

	y �
h
	y� � � � 	yJ

it
� 	yj � wt

j	of
�
yj
�netj��

Se observ�a c�a wt
j	o este produsul scalar al semnalelor de eroare provenind de la

stratul urm�ator


Regula delta generalizat�a propag�a eroarea cu c�ate un strat ��n urm�a
 Vom
formaliza ��n continuare aceast�a metod�a de instruire pentru o ret�ea neural�a mul�
tistrat




���� ALGORITMUL DE INSTRUIRE BACKPROPAGATION ��

	�	 Instruirea unei ret�ele neurale multistrat

prin propagarea �
n urm�a a erorii

�In general� o ret�ea neural�a multistrat aplic�a vectorul de intrare z ��n vectorul de
ie�sire o astfel�

o � N !z"�

unde N este un operator compus neliniar matricial
 Pentru ret�eaua cu un strat
ascuns avem�

o � #!W#!Vz""�

�In acest caz� trebuie s�a ajust�am matricile V �si W astfel ��nc�at eroarea

kd� ok�

s�a �e minim�a
 Algoritmul de instruire a unei ret�ele neurale multistrat prin propa�
garea ��n urm�a a erorii �error backpropagation� este�

Se dau perechile �z��d��� �z��d���			��zP �dP �� unde zi este un vec�
tor de I elemente� ziI � �� �si i � �� �� � � � � P 	 Se determin�a m�arimea
stratului ascuns	 Acesta va avea ie�sirile y� unde y este un vector
de J elemente� iar yJ � ��	 Ie�sirile o din ret�ea sunt vectori de K
elemente	


	 Se aleg � � 
 �si Emax � 
	 Se init�ializeaz�a matricea W de K�J
�si matricea V de J � I elemente cu valori aleatoare� mici	 Se
init�ializeaz�a p� �� q � � �si E � 
	

�	 Se init�ializeaz�a
z� zp� d� dp�

yj � f�vtjz� pentru j � �� �� � � � � J�

unde vj este un vector coloana reprezent�and linia j din V�

ok � f�wt
ky� pentru k � �� �� � � � � K�

unde wk este un vector coloana reprezent�and linia k din W	


	 Se calculeaz�a eroarea p�atratic�a cumulat�a�

E � E �
�

�
�dk � ok�

�� k � �� �� � � � � K�

�	 Se calculeaz�a semnalele de eroare pentru cazul bipolar�

	ok �
�

�
�dk � ok���� o�k�� k � �� �� � � �K�

	yj �
�

�
��� y�j �

KX
k	�

	okwkj� j � �� �� � � � � J
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respectiv� pentru cazul unipolar�

	ok � �dk � ok���� ok�ok� k � �� �� � � � � K�

	yj � yj��� yj�
KX
k	�

	okwkj� j � �� �� � � � � J�

�	 Se ajusteaz�a ponderile stratului de ie�sire�

wkj � wkj � �	okyj� k � �� �� � � � � K� j � �� �� � � � � J�

�	 Se ajusteaz�a ponderile stratului ascuns�

vji � vji � �	yjzi� j � �� �� � � � J� i � �� �� � � � � I�

�	 if p � P then p� p� �� q � q � �� go to �	

�	 if E � Emax then E � 
� p� �� go to �	
else �s�a terminat instruirea�� write W� V� q� E	

�In algoritmul de instruire prin propagarea ��n urm�a a erorii� ��n loc de

$wn��
kj � �	okyj

$vn��
ji � �	yjzi

putem lua
$wn��

kj � �	okyj � �$wn
kj

$vn��
ji � �	yjzi � �$vnji�

unde � este o constant�a numit�a momentum
 Prin regula delta� nu ne deplas�am
de fapt ��n direct�ia gradientului negativ al erorii� deoarece ponderile se modi�c�a la
�ecare pas
 Pot ap�area oscilat�ii dac�a � este mare
 Dac�a � este mic� oscilat�iile sunt
neglijabile� dar rata ��nv�at��arii este prea mic�a
 Termenul ��n care apare � �ltreaz�a
oscilat�iile
 De obicei� se ia � � 
� � �si se poate m�ari �
 Dac�a � � 
� ajungem la
acela�si rezultat� dar trebuie s�a folosim o valoare mai mic�a pentru �
 Instruirea
poate dura ��ns�a mai mult


Algoritmul de instruire prin propagarea ��n urm�a a erorii face o serie de de�
plas�ari ��n sensul gradient�ilor negativi ai valorilor individuale pe care le ia Ep�
adic�a pentru un pattern� �si nu ��n sensul gradientului negativ al lui E
 Acest
lucru se ��nt�ampl�a deoarece � nu este in�nit de mic
 Din acest motiv� ��n anumite
cazuri� dup�a citirea lui zp� se poate ca E s�a creasc�a� Eroarea referitoare doar la
zp scade ��ns�a� sau r�am�ane zero


�In general� funct�ia de activare bipolar�a duce la rezultate mai bune dec�at
funct�ia unipolar�a


�In cazul discret� intrarea �x�a este cerut�a de teorema perceptronului� permi�
t��and crearea de hiperplane de separat�ie care nu trec prin origine
 La regula delta
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generalizat�a� intrarea �x�a este recomandat�a nu de o teorem�a� ci de ideea obt�inerii
unei aproxim�ari mai %exibile


Eroarea cumulat�a este�

E �
�

�

PX
p	�

KX
k	�

�dpk � opk�
��

Aceast�a eroare poate � foarte mare dac�a P �si K sunt mari
 De aceea� este mai
adecvat s�a folosim�

Em �
�

PK

vuut PX
p	�

KX
k	�

�dpk � opk���

adic�a eroarea medie normalizat�a

Atunci c�and ret�eaua este instruit�a ca �si clasi�cator� ne intereseaz�a doar eroarea

de decizie�

Ed �
Ner

PK
�

unde Ner este num�arul total de erori de clasi�care
 De obicei� ie�sirile dorite sunt

� cu except�ia uneia care este � �si corespunde clasei din care face parte pattern�
ul respectiv
 O ret�ea multistrat poate � transformat�a ��ntr�un clasi�cator� dup�a
instruire� prin ��nlocuirea perceptronilor de tip continuu cu perceptroni discret�i


Clasi�carea este o form�a important�a a calculului neural� ��ns�a ea limiteaz�a
potent�ialul de calcul al unei ret�ele� deoarece folose�ste r�aspunsul binar
 O ret�ea
multistrat poate � utilizat�a �si pentru aproximarea funct�iilor


	�� Factori ai �
nv�at��arii

Algoritmul de instruire prin propagarea ��n urm�a a erorii poate � interpretat ca
o problem�a de optimizare� se minimizeaz�a eroarea medie cumulat�a Em� merg�and
pe direct�ia gradientului negativ


O di�cultate tipic�a ar � c�a prin acest algoritm se poate s�a obt�inem doar un
minim local pentru funct�ia eroare
 Prin faptul c�a impunem o valoare minim�a
acceptabil�a pentru Em� putem controla acest lucru
 Se poate ��ns�a s�a nu avem o
convergent��a a algoritmului� dac�a ne ��ndrept�am spre un minim local ��n loc de a
ne ��ndrepta spre un minim global
 Este de fapt un algoritm de tip greedy


Totu�si� problema minimelor locale nu este o problem�a major�a a acestui al�
goritm
 Aceasta deoarece algoritmul are o natur�a stohastic�a� exist�a o anumit�a
randomizare ��n instruire
 Cu c�at ret�eaua este mai mare� cu at�at mai bine va
funct�iona instruirea
 Natura stohastic�a este dat�a at�at de ponderile init�iale� c�at
�si de pattern�urile de instruire
 Chiar c�and pattern�urile de instruire au o natur�a
determinist�a� ad�augarea unui zgomot cu medie zero poate duce al ��mbun�at�at�irea
e�cient�ei instruirii


Instruirea funct�ioneaz�a cel mai bine ��n condit�ii de randomizare
 De aceea�
ponderile init�iale se aleg cu valori aleatoare� iar pattern�urile de instruire este
bine s�a �e ��ntr�o secvent��a aleatoare
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S�a studiem acum efectul lui � asupra lui f ��net� ��g
 �
��
 Avem

f ��net� �
��e��net

�� � e��net��

pentru funct�ia de activare continu�a bipolar�a


λ=2λ=1

λ=0,5

f’(net,     )λ

net

Figura ���� Efectul lui � asupra lui f ��net��

Deoarece ponderile sunt ajustate proport�ional cu f ��net�� ��nseamn�a c�a pon�
derile corespunz�atoare neuronilor pentru care net 
� 
 se modi�c�a cel mai mult

Ponderile neuronilor cu r�aspunsuri incerte sunt cele mai afectate
 Deoarece sem�
nalele de eroare 	ok �si 	yj sunt de asemenea proport�ionale cu f ��net�� rezult�a c�a�
componentele erorii care se propag�a ��n urm�a sunt mari doar pentru neuronii cu
r�aspunsuri incerte


Se observ�a c�a� pentru o constant�a de ��nv�at�are �xat�a� ajustarea ponderilor
este proport�ional�a cu �
 Folosirea funct�iilor de activare cu valoare mare pentru
� are acela�si efect cu utilizarea unei constante de ��nv�at�are mari
 De aceea� este
recomandabil s�a p�astr�am � � � �si s�a control�am viteza de ��nv�at�are doar prin �


Valoarea optim�a pentru constanta de ��nv�at�are � depinde de problema de re�
zolvat
 O valoare mare pentru � duce al vitez�a mai mare de ��nv�at�are� dar se poate
ca astfel s�a trecem de solut�ie
 O valoare mai mic�a pentru � duce la o ra�nare
�pa�si mai mici� care ��ns�a ��nseamn�a �si pa�si mai mult�i� deci timp de procesare mai
��ndelungat
 �In concluzie� � trebuie ales ��n mod experimental pentru �ecare pro�
blem�a
 Cel mai bine� se porne�ste cu � av�and valoare mic�a �si se ��ncearc�a m�arirea
acestui parametru pentru a m�ari viteza algoritmului
 S�a observat c�a ��n general
valorile pentru � sunt ��ntre �
�� �si �



Una dintre cele mai importante probleme este alegerea arhitecturii ret�elei
 S�a
presupunem c�a avem un singur strat ascuns de J neuroni� c�a stratul de ie�sire are
K neuroni �si c�a avem I noduri de intrare ��n ret�ea
 Evident� I este dependent de
problema de rezolvat� deci ��l consider�am �xat
 Cum ��i alegem pe J �si pe K�

Dac�a ret�eaua funct�ioneaz�a ca un clasi�cator� K poate � egal cu num�arul de
clase
 Dar K poate � considerat �si log�C� unde C este num�arul claselor� dac�a
folosim o reprezentare binar�a a claselor
 De exemplu� pentru � neuroni de ie�sire
putem avea clasele 
� �� �� �� corespunz�atoare ie�sirilor 

� 
�� �
� ��
 Num�arul
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de neuroni de ie�sire pentru un clasi�cator cu C clase poate � deci un ��ntreg ��ntre
log� C �si C
 Pe de alt�a parte� comprimarea stratului de ie�sire sub C neuroni
poate afecta perioada de instruire �si robustet�ea ret�elei �nale
 De aceea� ��n cazul
unui clasi�cator� se ia de obicei K � C


Alegerea lui J este ��nc�a o problem�a ��n studiu
 Ret�elele cu un singur strat
ascuns pot forma regiuni arbitrare de decizie pentru pattern�uri n�dimensionale

S�a presupunem c�a avem o colect�ie de pattern�uri n�dimensionale liniar separabile
��n M regiuni disjuncte apart�in�and �ecare la una dintre cele R clase� R � M 

Evident� trebuie ca num�arul de pattern�uri de instruire� P � s�a �e mai mare sau
cel mult egal cu M 


Cu c�at P
M este mai mare� cu at�at instruirea este mai �n�a
 Mirchandini �si
Cao � au ar�atat care este num�arul maxim de regiuni liniar separabile folosind J
neuroni�

nX
k	�

�
J
k

�
�

unde

�
J
k

�
� 
 pentru k � J 


2

5

6

1

4

7

3

2-clasa 1
1,3,5,7-clasa 2
4,6-clasa 3

Figura ���� Regiuni disjuncte care apart�in la trei clase�

�In exemplul nostru ��g
 �
��� avem n � � �si M � �
 Deci�

�
J



�
�

�
J
�

�
�

�
J
�

�
� � �

J

�
�
J�

�
� ��

De aici� rezult�a o estimare pentru m�arimea stratului ascuns� J � �
 Dac�a avem
n � J � atunci num�arul maxim de regiuni este

�
J



�
�

�
J
�

�
� � � �

�
J
J

�
� �J

�si de aici ��l obt�imem pe J 


�Mirchandini� G�� W� Cao �On Hidden Nodes in Neural Nets�� IEEE Trans� Circuits and
Systems� ��� �
�
� ��������
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	�� Ret�ele feedforward multistrat folosite

ca aproximatori universali

Ne propunem s�a aproxim�am funct�ia continu�a h�x� cu funct�ia treapt�a H�w� x�
��g
 �
��


x

H(w,x)
h(x)

H(w,x)

2h

h1

0 1 2

{

∆ x

h(x)

bpxxxa

Figura ��	� Aproximarea funct�iei h�x� cu funct�ia treapt�a H�w� x��

Presupunem c�a se cunosc P e�santioane� adic�a valorile funct�iei h�x� ��n punctele
x�� x��


� xP 
 Presupunem c�a

xi�� � xi � $x �
b� a

P
� i � �� �� � � � � P�

De�nim funct�ia

��x� �
�

�
sgn�x� �

�

�
�

��	
�



 pentru x � 

nede�nit pentru x � 

� pentru x � 


�

Scriem atunci�

H�w� x� �
PX
i	�

hi!�
�
x� xi �

$x

�

�
� �

�
x� xi � $x

�

�
"�

unde hi � h�xi�
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Putem scrie�

�
�
x� xi �

$x

�

�
� �

�
x� xi � $x

�

�
�

�

�
sgn

�
x� xi �

$x

�

�
� �

�
sgn

�
x� xi � $x

�

�
�

Acest termen este o fereastr�a de ��nalt�ime unitar�a �si l�at�ime $x ��g
 �
��


x ix i −∆ x___________

2
x i

x

1 -

0 +∆ x___________

2

perceptroni de tip discret
implementare cu

implementare cu
perceptroni de tip continuu

Figura ���� Fereastra de ��n�alt�ime unitar�a �si l�at�ime �x�

Fereastra se poate implementa ca ��n �gura �
�


+

+

+

xi
−∆x____

2

+∆ x____
2

x

-1

1

-1

1
-1

1/2

-1/2

o

comparator
1

comparator
2

Figura ��
� Ret�ea neural�a care implementeaz�a fereastra de ��n�alt�ime unitar�a �si l�at�ime �x�

O ret�ea cu �P perceptroni discret�i poate implementa funct�ia H�w� x�
 Pentru
un termen� ret�eaua se poate descrie ca ��n �gura �
�



�In general� o funct�ie h�x�� unde x este un vector� poate � aproximat�a printr�o
ret�ea neural�a cu un singur strat ascuns
 �In ce m�asur�a ret�eaua este instruibil�a �de
pild�a� prin regula delta generalizat�a�� r�am�ane o problem�a deschis�a


F�ar�a a demonstra� vom ment�iona dou�a importante propriet�at�i�

�
 O ret�ea feedforward cu un singur strat ascuns poate aproxima oric�at de
bine orice funct�ie neliniar�a continu�a


�
 O ret�ea feedforward cu un singur strat ascuns poate implementa o funct�ie
boolean�a arbitrar�a
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+

+

+
i

_______x + x∆
2

i
_______x - x∆

2 +

+

+

(a) (b)

1

1/2

-1/2

o

1

-1

x

comparator
2

comparator
1

x

-1

o

2

1

Figura ����� Implementare folosind �a� perceptroni de tip discret �si �b� perceptroni de tip
continuu� cu c�at � este mai mare� cu at�at mai mult forma ferestrei se apropie de cea rectangular�a�

	�� Teorema lui Kolmogorov �si ret�elele neurale

�In loc de a aproxima o funct�ie continu�a� ne punem acum problema reprezent�arii
ei exacte printr�o ret�ea neural�a


�In ��

� David Hilbert a formulat urm�atoarea ipotez�a� o funct�ie continu�a de
mai multe variabile nu este ��n mod necesar decompozabil�a ��ntr�o suprapunere de
funct�ii continue de un num�ar mai mic de variabile
 Aceast�a presupunere a fost
contrazis�a ��n ���� de Kolmogorov printr�o teorem�a a c�arei aplicat�ii au ap�arut
abia acum� ��n contextul ret�elelor neurale


Teorema lui Kolmogorov a�rm�a c�a orice funct�ie f continu�a de�nit�a pe un cub
n�dimensional este reprezentabil�a astfel�

f�x�� � � � � xn� �
�n��X
q	�

�q



� nX
p	�


pq�xp�

�
A �

unde �q� q � �� � � � � �n� � �si 
pq� p � �� � � � � n sunt funct�ii continue de o singur�a
variabil�a


... ...

1

2

2n+1

1

2

m

...

x1

x2

xn

y1

y

y

2

m

Figura ����� Ret�ea neural�a care implementeaz�a o funct�ie oarecare f �

Interpretarea neural�a este urm�atoarea�

T� �Hecht�Nielsen� ��
��
 Fie f � !
� �"n � 
n � 
m� f�x� � y�
o funct�ie continu�a oarecare
 Atunci� f poate � implementat�a exact



���� APLICAT� II ��

de c�atre o ret�ea neural�a feedforward cu un singur strat ascuns av�and
arhitectura din �gura �
��


De�nim acum funct�iile de activare pentru aceast�a arhitectur�a


Fie zk ie�sirea din neuronul ascuns k
 Avem�

zk �
nX

j	�

�k
�xj � k�� � k�

unde � este o constant�a real�a� 
 este o funct�ie monoton cresc�atoare�
independent�a de f � � este o constant�a rat�ional�a 
 � � � 	� unde 	
este o constant�a pozitiv�a arbitrar aleas�a


Ie�sirile yi se calculeaz�a astfel�

yi �
�n��X
k	�

gi�zk��

unde funct�iile gi� i � �� � � � � m sunt reale �si continue� depinz�and de f
�si �


Aceast�a teorem�a nu ne spune cum s�a obt�inem funct�ia 
 sau constanta �

Este o teorem�a existent�ial�a
 Ea se poate extinde pentru orice funct�ii continue
pe un compact �mult�ime ��nchis�a �si m�arginit�a�
 Acest rezultat a fost primul pas

Cybenco ������ a ar�atat c�a orice funct�ie continu�a de�nit�a pe un compact din

n poate � aproximat�a oric�at de bine de o ret�ea feedforward cun un singur strat
ascuns folosind funct�ii de activare sigmoidale
 Uneori se pot obt�ine aproxim�ari
mai compacte folosind mai multe straturi ascunse


Sprecher ������ a g�asit algoritmul de construct�ie a funct�iei 
 �din teorema lui
Hecht�Nielsen�� astfel ��nc�at 
 este monoton cresc�atoare� independent de f �si n


	�� Aplicat�ii

Ret�elele feedforward multistrat pot � aplicate cu succes la multe probleme de
clasi�care �si de recunoa�stere
 Pentru aceasta� nu este necesar s�a �e cunoscut
un model formal pentru clasi�care sau recunoa�stere
 Este su�cient s�a utiliz�am
o arhitectur�a potrivit�a �si o mult�ime su�cient�a de pattern�uri de instruire� apoi
aplic�am algoritmul de instruire prin propagarea��n urm�a a erorii
 Solut�ia se obt�ine
deci prin experimentare �si simulare� nu printr�o abordare formal�a riguroas�a


Cu toate c�a nu este foarte clar ce constituie o mult�ime adecvat�a de pattern�
uri de instruire� sunt raportate o serie de aplicat�ii ��n recunoa�sterea vorbirii� a
semnalelor sonore etc


S�a not�am c�a ie�sirile cu mai mult de dou�a valori pentru un neuron pot modela
incertitudinea
 Modul convent�ional de a construi un sistem expert necesit�a un
expert uman care s�a formuleze regulile cu ajutorul c�arora s�a �e analizate datele
de intrare
 Num�arul acestor reguli poate � foarte mare
 Pe de alt�a parte� de
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1

2

I

1

2

J

1

K... ...

...
simptome neuroni

ascunsi
boli

Figura ����� Sistem expert conexionist pentru diagnoza medical�a�

multe ori este di�cil de formulat aceste reguli
 Deoarece ret�elele neurale pot �
instruite f�ar�a ca ele s�a ��ncapsuleze cuno�stint�ele ��n reguli� s�a vedem ��n ce m�asur�a
ele pot � aplicate ca o alternativ�a la sistmele expert convent�ionale


Ret�elele neurale pentru diagnosticare� defectoscopie� predict�ie� recunoa�sterea
formelor rezolv�a ��n esent��a probleme de clasi�care� asociere �si generalizare
 Aceste
ret�ele pot achizit�iona cuno�stint�e f�ar�a s�a extrag�a reguli de tip IF�THEN de la un
expert uman
 Dup�a instruire� ele pot funct�iona ca sisteme expert
 Ceea ce
va lipsi este explicarea� un sistem expert neural nu poate explica utilizatoru�
lui rat�ionamentul deciziilor luate
 Numim aceste sistem expert sisteme expert
conexioniste


Atunci c�and o ret�ea instruit�a este testat�a cu un pattern substant�ial diferit
de cele folosite pentru instruire� r�aspunsul obt�inut se presupune c�a rezolv�a o
problem�a de generalizare
 Exemple tipice de generalizare sunt diagnosticarea �si
predict�ia
 Figura �
�� descrie funct�ionarea unui sistem expert conexionist pentru
diagnostic medical


�Intr�un sistem expert convent�ional� o di�cultate este formularea �si introduce�
rea regulilor de c�atre expertul uman
 Sistemul expert conexionist poate ��nv�at�a
din diagnosticul curent care a fost acceptat
 O atent�ie special�a trebuie dat�a
alegerii lui J 
 Dac�a J este prea mic� apar di�cult�at�i de aplicare a celor I intr�ari
��n cele K ie�siri
 Dac�a J este prea mare� cre�ste inutil timpul de instruire �si de
diagnosticare �si ponderile sunt di�cil de estimat corect


O serie de aplicat�ii folosesc pattern�uri temporale care se obt�in prin e�santio�
narea unor semnale de tip continuu ��g
 �
���


	�� Exemple

Exemplu de construire a unui clasi�cator multistrat pentru
pattern�uri liniar neseparabile

Fie funct�ia de decizie XOR�



���� EXEMPLE ��

∆ ∆

x0
x1 x2 xn

...

...

x(t)
∆ ...

strat de iesire

x(t-    )∆ x(t-      ) x(t-       )2∆ n∆
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Figura ����� Ret�ea neural�a cu ��nt�arziere cu un singur canal de achizit�ie�
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Punctele av�and coordonatele x� �si x� de mai sus sunt notate cu A� B� C� D
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Figura ����� Suprafet�e de decizie ��n problema XOR�

Alegem�

� � ��x� � x� � �
�
� 


� � x� � x� � �
�
� 
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��n mod arbitrar ��g
 �
��a�
 Pentru aceste linii� vectorii normali unitari sunt�

r� �
�p
�

h
�� �

it
r� �

�p
�

h
� ��

it
�

+

+

+

x1
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Figura ����� Ret�eaua neural�a care implementeaz�a problema XOR�

Ret�eaua neural�a din �gura �
�� implementeaz�a aceste suprafet�e de decizie
prin intermediul stratului ascuns
 Pentru acestea� avem�

o� � sgn
�
��x� � x� � �

�

�
o� � sgn

�
x� � x� � �

�

�
�

Arbitrar� se alege linia de decizie ��g
 �
��b�

o� � o� � � � 
�

�si atunci
o� � sgn�o� � o� � ���

Ret�eaua neural�a implementat�a aici clasi�c�a pattern�urile A� B� C� D astfel�

Simbol x� x� o� o� o� � o� � � o� clasa
A 
 
 �� �� � �� �
B 
 � �� �� � �� �
C � 
 �� �� � �� �
D � � �� �� � �� �

Exemplu de instruire prin propagarea ��n urm�a a erorii

Presupunem c�a avem o ret�ea cu trei neuroni cu un strat ascuns ��g
 �
���

Neuronii ��� �si � sunt �ctivi �si ne simpli�c�a notat�ia
 Presupunem c�a ponderile

au fost init�ializate �si c�a o� �si o� sunt calculate conform unui pattern de intrare

Calcul�am o�� o�� o� �si apoi�

	� � �d� � o��o���� o��

	� � f ��net��
�X

k	�

	kwk� � o���� o��	�w��
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Figura ����� Ret�ea neural�a multistrat� Funct�iile de activare sunt unipolare�

	� � o���� o��	�w��

$w�� � ��	�
$w�� � �	�o�

$w�� � �	�o��

Apoi�
$w�� � ��	� $w�� � ��	�
$w�� � �	�o� $w�� � �	�o�
$w�� � �	�o� $w�� � �	�o��

Putem astfel s�a construim prin instruire un clasi�cator multistrat pentru pattern�
urile liniar neseparabile din exemplul precedent �problema XOR cu dou�a vari�
abile�
 De�nim matricile�

W �
h
w�� w�� w��

i
V �

�
w�� w�� w��

w�� w�� w��

�
�

Pentru � � 
� � se ajunge dup�a instruire la�

W �
h
��� ��� ��� ��
 ��� ���

i

V �

�
�� ��� �� ��� �� ���
��� ��� ��� ��� ��� ���

�
�

Dorim ca ret�eaua s�a funct�ioneze ca un clasi�cator cu ie�siri binare
 �Inlocuim
neuronii de tip continuu cu neuroni binari �si p�astr�am ponderile pe care le�am
calculat pentru cazul continuu


Exemplu de alegere a m�arimii stratului ascuns

�In �gura �
�� avem un clasi�cator pentru problema XOR cu n � �
 Pre�
supun�and J � n� obt�inem pentru J � � num�arul maxim de regiuni �� � �
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Figura ���	� Problema XOR pentru n � ��
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Figura ����� Problema XOR pentru n � ��

S�a consider�am acum aceea�si problem�a pentru n � � ��g
 �
���� unde x� �
x�x�


Lu�and n � � �si M � � obt�inem J � �
 Am rezolvat deci aceea�si problem�a�
dar cu mai put�ini neuroni


	��� Exercit�ii

�
 Pattern�urile liniar neseparabile

x� �

�
�
�

�
x� �

�
�
�

�
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�
�
�

�
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�
�
�

�
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�
�
�

�
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trebuie clasi�cate astfel�

clasa �� x��x��x��x
�x�
clasa �� restul


Elaborat�i o ret�ea neural�a de perceptroni discret�i cu un strat ascuns care s�a
funct�ioneze ca un clasi�cator
 Nu instruit�i ret�eaua de neuroni� ci folosit�i
metoda din primul exemplu


�
 Fie prototipurile ��n form�a extins�a

x� �

�
�� �
�
�

�
�� x� �

�
�� �


�

�
�� x� �

�
�� �
��
�

�
�� x� �

�
�� �
�
�

�
��

x� �

�
�� �
�
�

�
�� x� �

�
�� �
�
�

�
�� x� �

�
�� �


�

�
�� x
 �

�
�� �
�
�

�
�� �

O ma�sin�a multistrat cu doi perceptroni discret�i bipolari ��n stratul ascuns
�si un singur perceptron discret bipolar de ie�sire trebuie s�a clasi�ce pro�
totipurile astfel ��nc�at�

clasa �� x��x��x�
clasa �� restul �

�a� Veri�cat�i dac�a vectorii pondere

w� �

�
�� �
�
�

�
�� w� �

�
�� 


�
��

�
��

asigur�a separarea liniar�a a pattern�urilor �primul strat�


�b� Completat�i elaborarea clasi�catorului folosind rezultatul anterior �si
calculat�i ponderile perceptronului de ie�sire


�
 Demonstrat�i c�a� pentru n � �� num�arul J al neuronilor stratului ascuns
necesari pentru partit�ionarea prin hiperplane ��n M regiuni este

J �
�

�

�p
�M � �� �

�
�

�
 Fie problema clasi�c�arii ��n dou�a clase a unor pattern�uri planare �n �
�� rezolvat�a printr�o arhitectur�a de ret�ea neural�a cu J � � �si K � �

Determinat�i o margine inferioar�a pentru P � care este num�arul vectorilor de
instruire
 Indicat�ie� Acest num�ar este egal cu num�arul regiunilor separabile�
M 
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Figura ���
� Ret�ea neural�a multistrat pentru exercit�iul ��

�
 Ret�eaua din �gura �
��� dac�a a fost instruit�a corect� trebuie s�a r�aspund�a
cu o� � 
� �� �si o� � 
� 
� la pattern�ul de intrare

�
�� z�

z�
��

�
�� �

�
�� �

�
��

�
�� �

Ponderile au fost init�ializate ca ��n �gur�a
 Se alege � � �� iar neuronii
folosesc funct�ia de activare

f�net� �
�

� � e�net
�

Analizat�i un pas al algoritmului de instruire prin propagarea ��n urm�a a
erorii realiz�and urm�atoarele operat�ii�

�a� G�asit�i matricile ponderilor� V� W


�b� Calculat�i netj� y� netk� o


�c� Calculat�i f ��netj� �si f ��netk�


�d� Calculat�i 	o �si 	y


�e� Calculat�i $V �si $W


�f� G�asit�i noile valori pentru V �si W


�
 �C� Implementat�i algoritmul de instruire prin propagarea ��n urm�a a erorii
pentru I� J � K �si � selectabile �si un singur strat ascuns
 Folosit�i perceptroni
bipolari de tip continuu


�
 �C� Elaborat�i clasi�catorul pentru literele A� I �si O de�nite ca ��n �gura
�
�
� cu ajutorul programului de la exercit�iul �
 Presupunet�i dou�a tipuri
de reprezent�ari interne�
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Figura ����� Literele A� I �si O pentru exercit�iul 	�

�a� n � ��� P � �� I � ��� J � �� K � � �si

clasa A� x� � ! � � � � � 
 
 � � � � � � 
 
 � "t

clasa I� x� � ! 
 � 
 
 
 � 
 
 
 � 
 
 
 � 
 
 "t

clasa O� x� � ! � � � � � 
 
 � � 
 
 � � � � � "t

�b� n � �� P � ��� I � �� J � �� K � � �si

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa A� I� O� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa I� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa A� I� x� � ! � � "t

clasa A� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

clasa I� O� x� � ! � � "t

clasa O� x� � ! � � "t

clasa A� O� x� � ! � � "t

�Incercat�i diferite valori pentru �
 Evaluat�i num�arul de cicluri de instruire
pentru ambele arhitecturi
 Ie�sirile trebuie s�a �e�

pentru A� ! � �� �� "
pentru I� ! �� � �� "
pentru O� ! �� �� � "�

�
 �C� Elaborat�i o ret�ea pentru pattern�urile liniar neseparabile din �gura �
��
folosind programul scris la exercit�iul �


�a� Selectat�i un num�ar potrivit de neuroni ��n stratul ascuns
 Folosit�i K �
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Figura ����� Pattern�uri neseparabile pentru exercit�iul ��

�� astfel ��nc�at ie�sirile s�a �e�

pentru clasa �� ! � �� �� "t

pentru clasa �� ! �� � �� "t

pentru clasa �� ! �� �� � "t

�b� Instruit�i ret�eaua pentru vectorii din �gur�a �si diferite valori pentru �


�
 �C� Fie h�x� � 
� � sin �x� �� � x � � �si aproximarea ei printr�o ret�ea
neural�a o�x�
 Construit�i o ret�ea de perceptroni bipolari de tip continuu cu
un strat ascuns care aproximeaz�a h�x� prin o�x�


�

 �C� Realizat�i un sistem expert conexionist care s�a v�a ajute la plani�carea
timpului vostru liber
 �In funct�ie de factorii de circumstant��a� sistemul expert
v�a va spune ce activitate s�a alegelti
 Activit�at�ile posibile sunt�

�a� vizit�a

�b� sport

�c� �lm

�d� somn

�e� cump�ar�aturi

Factorii care determin�a alegerea activit�at�ii sunt�
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�a� resursele �nanciare disponibile

�b� starea vremii

�c� durata de timp care poate � afectat�a

�d� existent�a unui prieten care poate � vizitat

�e� starea de oboseal�a

�f� necesitatea de a face cump�ar�aturi

�g� ultima activitate f�acut�a ��n timpul liber

�h� existent�a unui �lm bun

Sistemul va � realizat ca o ret�ea de perceptroni
 Propunet�i o secvent�a de �

de perechi de forma �activit�at�i� factori de decizie� ca secvent��a de instruire�
cu cel put�in � perechi pentru �ecare activitate din list�a
 Codi�cat�i intr�arile
ca variabile mixte �continue �si binare� din intervalul !
� �" �si atribuit�i 

intr�arilor care nu au important�a
 Instruit�i sistemul �si� apoi� testat�i�l cu
date de intrare diferite de cele folosite pentru instruire


��
 �C� Scriet�i un program care implementeaz�a o ret�ea de perceptroni capabil�a
s�a clasi�ce cifrele 
 � ��n categoriile par  impar
 Pentru instruirea ret�elei�
folosit�i o secvent��a de instruire ��n care caracterele sunt codi�cate ca matrici
binare de � � � pixeli
 Dup�a instruire� utilizat�i ret�eaua pentru clasi�carea
pattern�urilor perturbate
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Capitolul 	

Ret�ele neurale feedback

monostrat

Ret�elele neurale pe care le vom studia ��n acest capitol sunt sisteme dinamice care
evolueaz�a ��n timp� ��ntr�un spat�iu discret sau continuu
 Evolut�ia unei astfel de
ret�ele este� a�sa cum vom vedea� disipativ� ��n sensul c�a are tendint�a de sc�adere a
energiei
 Tranzit�ia ��ntr�o ret�ea neural�a dinamic�a este c�atre o solut�ie asimptotic
stabil�a care este un minim local al unei funct�ii a energiei disipate


Ret�elele discutate��n acest capitol se bazeaz�a��n special pe lucr�arile lui Hop�eld
������ ����� �����


S�a ment�ion�am c�ateva concepte fundamentale ale sistemelor dinamice

Am v�azut c�a un atractor este o stare c�atre care sistemul evolueaz�a ��n timp

pornind de la anumite condit�ii init�iale
 Mult�imea acestor condit�ii formeaz�a ba�
zinul de atract�ie al atractorului
 Dac�a atractorul este un punct unic ��n spat�iul
st�arilor� atunci el este un punct �x
 Un atractor poate ��ns�a consta �si dintr�o
secvent��a de st�ari� caz ��n care se nume�ste ciclu limit�a


O ret�ea de acest tip este capabil�a s�a tolereze anumite distorsiuni ale vectorilor
de init�ializare �si s�a le elimine


��� Fundamentele matematice ale ret�elelor

Hop�eld cu timp discret

Acest tip de ret�ele au propriet�at�i foarte interesante
 Utiliz�and tehnologii micro�
electronice �si optoelectronice� s�au fabricat microsisteme care se bazeaz�a pe aceste
ret�ele


Conform postulatelor lui Hop�eld� o ret�ea feedback monostrat este de forma
celei din �gura �
�


Aceast�a ret�ea const�a din n neuroni cu pragurile T��


�Tn
 Pentru �ecare neu�
ron se calculeaz�a�

neti �
nX

j	�
j �	i

wijvj � ii � Ti� pentru i � �� �� � � � � n�

�
�
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Figura ���� Ret�ea feedback monostrat�

unde ii este intrarea extern�a a neuronului i
 Vectorial� putem scrie�

neti � wt
i � ii � Ti� pentru i � �� �� � � � � n�

unde

wi �

�
���
wi�





win

�
��� � v �

�
���
v�




vn

�
��� �

Putem� de asemenea� s�a rescriem relat�ia de mai sus astfel�

net � Wv � i�T�

unde

net �

�
���
net�





netn

�
��� � i �

�
���
i�




in

�
��� � T �

�
���
T�




Tn

�
��� �

W �

�
���
wt

�




wt

n

�
��� �

�
�����


 w�� � � � w�n

w�� 
 � � � w�n










 
 






wn� wn� � � � 


�
����� �

�In acest model� matricea W este simetric�a

S�a presupunem pentru moment c�a funct�ia de activare este sgn���
 Atunci���	

�

vi r�am�ane neschimbat dac�a neti � 

vi � �� dac�a neti � 

v� � �� dac�a neti � 


��
��

Adic�a�

vk��
i � sgn�wt

iv
k � ii � Ti�� i � �� �� � � � � n� k � 
� �� � � �
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Regula se aplic�a asincron� adic�a pentru c�ate o singur�a valoare a lui i la un moment
dat
 Se porne�ste de la v�
 Pentru k � �� avem n actualiz�ari
 Pentru ��nceput se
actualizeaz�a v�i � unde num�arul neuronului i este aleator
 Pentru ceilalt�i neuroni�
ie�sirile r�am�an acelea�si
 Se calculeaz�a apoi v�j � j �� i� j aleator etc
� p�an�a se com�
pleteaz�a v�
 Apoi se calculeaz�a v� etc
 Acest algoritm particular de actualizare a
ponderilor este cunoscut ca o recursivitate stohastic�a asincron�a a ret�elelor Hop�
�eld
 Trebuie s�a facem distinct�ie ��ntre algoritmul asincron �si cel sincron �paralel�
descris de formula�

vk�� � #!Wvk � i�T"� k � 
� �� � � �

Conform acestei formule� tot�i neuronii ���si pot modi�ca simultan ie�sirile
 �In al�
goritmul asincron� dup�a ce se calculeaz�a vk��

i � aceast�a valoare ia locul lui vki
particip�and la calculul celorlalte componente din vk��
 Procesul continu�a p�an�a
se calculeaz�a toate valorile din vk��
 Pentru �ecare k � �� �� � � �� avem n ac�
tualiz�ari aleatoare individuale� la nivel de neuron
 Algoritmul se opre�ste c�and
vk�� � vk


Reprezent�and vectorul de ie�sire ��n f��� �gn� acesta se mi�sc�a dintr�un v�arf al
cubului n�dimensional ��ntr�un v�arf adiacent� p�an�a c�and se stabilizeaz�a ��ntr�unul
din v�arfuri
 Pozit�ia �nal�a a lui vk� pentru k��� este determinat�a de ponderile
init�iale� pragurile init�iale� intr�ari� v�� dar �si de ordinea tranzit�iilor


Urm�atoarele probleme sunt deschise� dac�a sistemul are atractori �si dac�a sis�
temul se stabilizeaz�a


Pentru a evalua proprietatea de stabilitate� vom de�ni funct�ia energiei com�
putat�ionale�

E � ��

�
vtWv� itv �Ttv

care este o form�a p�atratic�a
 Adic�a�

E � ��

�

nX
i	�
i�	j

nX
j	�

wijvivj �
nX
i	�

iivi �
nX
i	�

Tivi�

Fie vk��
i � vki � $vi� adic�a presupunem c�a nodul i s�a modi�cat la momentul k


Modi�carea este asincron�a� deci se refer�a doar la neuronul i
 Calcul�am

rE � �Wv � it �Tt

��n care am t�inut cont c�a W este simetric�a
 Incrementul energiei este

$E � rEt$v

unde

$v �

�
��������








$vi







�
��������
�
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Atunci�

$E � ��wt
iv � ii � Ti�$vi

$E � �


� nX
j	�

wijvj � ii � Ti

�
A$vi� pentru i �� j

$E � �neti$vi
Pentru funct�ia de activare sgn���� din relat�ia �
� avem�

dac�a neti � 
 � $vi � 


dac�a neti � 
 � $vi � 


dac�a net� � 
 � $vi � 
�

Adic�a� avem mereu neti$vi � 
 �si $E � 

 Aceasta ��nseamn�a c�a energia ret�elei
poate doar s�a scad�a sau s�a r�am�an�a constant�a
 Presupun�and c�a neti �� 
� atunci
$E � 
 dac�a �si numai dac�a $vi � 

 Cu alte cuvinte� E scade strict dac�a �si
numai dac�a $vi �� 
 �si E r�am�ane constant�a dac�a �si numai dac�a $vi � 

 Dac�a
neti � 
� atunci $vi � 
� deci $E � 



Pentru o stare stabil�a� adic�a pentru un atractor� ��n cazul unei scheme asincrone
avem�

vk�� � lim
k��

sgn�Wvk � i�T��

Am ar�atat c�a energia este necresc�atoare
 Ea este� ��n mod evident� �si m�arginit�a�
ceea ce ��nseamn�a c�a E ���si atinge minimul


Dac�a algoritmul de actualizare a ponderilor este sincron� se poate ��nt�ampla
ca algoritmul s�a cicleze ��ntre dou�a pattern�uri complementare
 Acest lucru este
ilustrat de exemplul de mai jos


W �

�

 ��
�� 


�
v� �

h
�� ��

it

v� � #

�

 ��
�� 


� � ��
��

�
�

�
sgn���
sgn���

�
�

�
�
�

�

v� �

� ��
��

�
etc


Vom vedea c�a pattern�urile complementare corespund unor nivele identice ale
energiei


��� Fundamentele matematice ale ret�elelor

Hop�eld cu timp continuu

Ret�elele feedback monostrat cu timp continuu se numesc �si ret�ele de tip gradient

O ret�ea de tip gradient converge c�atre unul dintre minimele stabile din spat�iul
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st�arilor
 Evolut�ia sistemului este ��n direct�ia general�a a gradientului negativ al
funct�iei de energie
 C�autarea unui minim energetic corespunde c�aut�arii unei
solut�ii pentru o problem�a de optimizare
 Ret�elele de tip gradient sunt exemple
de sisteme neliniare� dinamice �si asimptotic stabile


...
1

1g

u1 u2 un

_ __

i1 i2 in

w

w

...

C

2g

C

g

v1 v2 vn

v1 v2 vn

1n w2n

wn1

n2

n

n

2C

Figura ���� Ret�ea neural�a de tip gradient care folose�ste componente electrice�

Vom exempli�ca un model de ret�ea neural�a de tip gradient prin folosirea unor
componente electrice ��g
 �
��
 Pentru a p�astra notat�ia original�a a lui Hop�eld�
tensiunile ui sunt de fapt neti
 Ponderile wij sunt conductant�e
 Ie�sirile inversate
'vi sunt folosite pentru a modela conductant�e negative� adic�a inhibitorii
 Avem�

wij � wji �si wii � 
� pentru i� j � �� � � � � n�

Neuronii pot � interpretat�i ca ampli�catori� curentul prin conductant�a gi este
ampli�cat de neuronul i ��g
 �
��
 Ci� i � �� � � � � n sunt capacit�at�i


Folosind acest model de neuron� putem scrie legea lui Kirchho��

ii �
nX

j	�
j �	i

wijvj � ui



BB� nX

j	�
j �	i

wij � gi

�
CCA � Ci

dui
dt

� ��
��

Partea st�ang�a a acestei ecuat�ii reprezint�a curentul total care intr�a ��n conden�
satorul de capacitate Ci
 Not�am conductant�a total�a care este conectat�a la in�
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...

u i iv
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w
v1
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_idu
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f(u  )i
g

i Ci
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(v  -u  )w

Figura ���� Modelul unui neuron�

trarea neuronului i cu

Gi �
nX

j	�

wij � gi�

Atunci� ecuat�ia �
� se poate scrie�

ii �
nX

j	�

wijvj � uiGi � Ci
dui
dt

�

Fie matricile�

C � diag
h
C� C� � � � Cn

i
� G � diag

h
G� G� � � � Gn

i
�

u�t� �

�
���
u��t�





un�t�

�
��� � v�t� �

�
���
v��t�





vn�t�

�
��� � i �

�
���
i�




in

�
��� �

unde u�t� este vectorul st�arilor� iar v�t� reprezint�a vectorul ie�sirilor
 Avem���	
�


C du
t�
dt

� Wv�t��Gu�t� � i ecuat�ia st�arilor

v�t� � f�u�t�� ecuat�ia ie�sirilor

S�a studiem stabilitatea sistemului descris de aceste ecuat�ii
 Funct�ia energiei
care ne permite s�a analiz�am modelul continuu este�

E�v� � ��

�
vtWv� itv �

nX
i	�

Gi

Z vi

�
f��i �z�dz�

unde f��i �z� este inversa funct�iei de activare fi
 Aceast�a formul�a cont�ine termenul
Ttv din funct�ia energiei discrete

��

�
vtWv � itv �Ttv
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��n termenul al doilea� iar ultimul termen este speci�c cazului continuu �si dispare
pentru ���
 Avem�

d

dvi

�
Gi

Z vi

�
f��i �z�dz

�
� Giui

rE�v� � �Wv � i�Gu�

Atunci�

dE!v�t�"

dt
� rEt�v� (v � ��Wv � i�Gu�t (v � �

�
C
du

dt

�t
dv

dt

� �X
i

Ci
df��i �vi�

dvi

�
dvi
dt

��

deoarece
dui
dt

�
df��i �vi�

dvi

dvi
dt

�

||

u=f     (v)

-1 +1

-1

Figura ���� Inversa funct�iei de activare�

�In �gura �
�� funct�ia f��i este monoton cresc�atoare� deci
df��
i


vi�

dvi
� 

 Atunci�

dE

dt
� 
 pentru

dv

dt
�� 
 �si

dE

dt
� 
 pentru

dv

dt
� 
�

Am g�asit o funct�ie Liapunov a sistemului� deci sistemul este asimptotic stabil

Funct�ia E este m�arginit�a ��n spat�iul ie�sirilor� deci tinde c�atre un minim


Modi�c�arile ��n timp nu sunt exact pe direct�ia gradientului funct�iei de energie
�adic�a pe direct�ia sc�aderii c�at mai rapide a energiei�


Ret�eaua de tip gradient� ��n cazul ��n care spat�iul ie�sirilor este m�arginit� con�
verge c�atre unul dintre minimele lui E�v�� deci c�atre o stare stabil�a
 Acest minim
este ��n interiorul hipercubului ie�sirilor
 Dac�a ���� atunci minimul este ��ntr�un
v�arf al hipercubului
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Faptul c�a sistemul este asimptotic stabil ��n spat�iul ie�sirilor este echivalent cu
faptul c�a sistemul este asimptotic stabil ��n spat�iul st�arilor u
 Aceasta� deoarece
ecuat�ia

v�t� � f�u�t��

este monoton�a


��� Aplicat�ie� problema comis
voiajorului

Vom da o solut�ie a problemei comis�voiajorului pentru n ora�se folosind ret�ele de
tip gradient �Hop�eld� Tank� �����
 Problema este NP�complet�a


Reprezent�and problema sub forma unui graf cu n v�arfuri� trebuie s�a g�asim
ciclul de lungime minim�a care trece prin toate v�arfurile
 Num�arul de astfel de
cicluri care trebuie evaluate este 
n����

�



Se poate elabora o ret�ea neural�a de n� neuroni unipolari de tip continuu care
s�a rezolve aceast�a problem�a
 Aranj�am neuronii ��ntr�un tablou de n�n elemente

Tabloul este reprezentat ��n �gura �
�� ��n care Poz	 reprezint�a pozit�ia ��n ciclu


B

A
D

C

E
Poz. 1

Poz. 2

Poz. 3

Poz. 4
Poz. 5

Figura ���� Reprezentarea cu ajutorul unui graf a problemei comis�voiajorului�

Fie ora�sele A� B�


� E �si �e acest ciclu
 �Il reprezent�am prin tabelul �
�� unde
vxi este ie�sirea neuronului corespunz�ator ora�sului x �si pozit�iei i ��n ciclu


ora�sul

A 
 � 
 
 

B 
 
 
 � 

C 
 
 
 
 �
D 
 
 � 
 

E � 
 
 
 


� � � � �
pozit�ia

Tabelul ���� Reprezentarea ciclului din 
gura ����

Pentru un ciclu care viziteaz�a toate v�arfurile� tabloul trebuie s�a aib�a un singur
� pe �ecare coloan�a �si un singur � pe �ecare linie
 Pozit�ion�am neuronii ��n acest
tablou de n�n elemente� ��n �ecare element pun�and un neuron
 Vom avea exact n
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neuroni activi pentru solut�ie
 Presupunem pentru � o valoare mare� deci energia
este trunchiat�a�

E � ��

�

nX
x�i	�

nX
y�j	�

wxi�yjvxivyj �
nX

x�i	�

ixivxi�

unde wxi�yj este ponderea de la neuronul yj la neuronul xi
 Observ�am c�a domeniul
vectorilor v unde se minimizeaz�a funct�ia E este format din cele �n

�
v�arfuri ale

hipercubului n��dimensional !
� �"

Scopul optimiz�arii este selectarea circuitelor minime
 Trebuie s�a avem obli�

gatoriu c�ate un neuron activ pe linie �si pe coloan�a
 �In plus� trebuie s�a elimin�am
solut�iile triviale� pentru care avem� ��n tablou� linii sau coloane nule
 S�a exprim�am
aceste condit�ii de optimizare folosind patru funct�ii de energie� �ecare ��ndeplinind
un rol separat


E� � A
nX

x	�

nX
i	�

X
j	�
j �	i

vxivxj�

Produsul vxivxj se refer�a la acela�si ora�s� x
 Relat�ia

nX
i	�

nX
j	�
j �	i

vxivxj � 


se ��ndepline�ste dac�a cel mult un vxi � � iar restul sunt 
� adic�a dac�a ora�sul x
apare cel mult o singur�a dat�a pe circuit
 E� � 
 ��nseamn�a c�a �ecare ora�s este
vizitat cel mult o dat�a
 Dac�a E� � 
� atunci exist�a ora�se vizitate de mai multe
ori


E� � B
nX
i	�

nX
x	�

nX
y	�
y �	x

vxivyi�

E� � 
��nseamn�a c�a �ecare pozit�ie din ciclu are cel mult un singur ora�s asociat ei

Dac�a E� � 
� atunci exist�a mai multe ora�se vizitate simultan
 Observ�am c�a E�

�si E� sunt� de asemenea� nule pentru solut�ii triviale ��n care avem linii sau coloane
��n tablou care nu cont�in nici un �
 De aceea� mai introducem�

E� � C

�
nX

x	�

nX
i	�

vxi � n

��

pentru a ne asigura c�a nu avem o solut�ie trivial�a� deci o solut�ie cu mai put�in
de n de � ��n tablou
 E� � 
 ��nseamn�a c�a avem exact n de � ��n tablou
 Deci
E� �E� �E� are minimul 
 pentru toate matricile care au exact un � pe �ecare
linie �si pe �ecare coloan�a
 Dorim s�a minimiz�am lungimea ciclului
 Not�am cu dxy
distant�a dintre x �si y �si dxy � dyx
 Lungimea ciclului este�

�

�

nX
x	�

nX
y	�

nX
i	�

dxyvxi�vy�i�� � vy�i����
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dar vom folosi urm�atoarea funct�ie de energie�

E� � D
nX

x	�

nX
y	�
y �	x

nX
i	�

dxyvxi�vy�i�� � vy�i����

unde vx�n�� � vx� �si vx� � vxn

Dorim s�a minimiz�am E��E��E� �E�
 Prin identi�carea termenilor acestei

sume cu cei din E� obt�inem�

wxi�yj � ��A	xy��� 	ij�� �B	ij��� 	xy�� �C � �Ddxy�	j�i�� � 	j�i����

unde 	ij este simbolul lui Kronecker �	ij � 
 pentru i �� j� 	ii � ��
 Constantele
pozitive A� B� C� D sunt selectate euristic pentru a construi o sum�a convenabil�a a
termenilor E��


� E�
 Ele dau ponderea �ec�aruia dintre ace�sti termeni
 Obt�inem�
de asemenea�

ixi � �Cn�

Am generat ret�eaua
 Mai trebuie acum s�a g�asim solut�ia prin simularea funct�io�
n�arii ei


Din formula general�a a ecuat�iei st�arilor�

Ci

�
dui
dt

�
� ii �

nX
j	�

wijvj � uiGi

obt�inem�

duxi
dt

� �uxi
�
� �A

nX
j	�
j �	i

vxj � �B
nX

y	�
y �	x

vyi

��C


� nX
x	�

nX
j	�

vxj � n

�
A� �D

nX
y	�
y ��x

dxy�vy�i�� � vy�i����

unde � este o constant�a a timpului

S�au luat � � �� � � �
� A � B � D � ��
� C � �

� �
 � n � �
 �si s�a

rezolvat numeric acest sistem de ecuat�ii
 Nu se ajunge neap�arat la solut�ia optim�a

Pentru n � �
� �
) din teste au produs cele mai scurte cicluri din �����
 de
solut�ii posibile
 Pentru valori mari ale lui n apar� ��ns�a� di�cult�at�i


Aceasta duce la ��ntrebarea fundamental�a dac�a ret�elele neurale sunt mai adec�
vate dec�at calculatoarele clasice pentru rezolvarea problemelor nedeterminist poli�
nomiale


S�a demonstrat �Bruck� Goodman� ����� c�a nu exist�a nici o ret�ea de m�arime
polinomial�a ��n n care s�a rezolve problema comis�voiajorului cu o precizie dorit�a

Aceasta� at�ata timp c�at NP �� P�

Problema comis�voiajorului ilustreaz�a utilizarea ret�elelor Hop�eld��n probleme
de optimizare
 S�au obt�inut rezultate ��n probleme de alocare a resurselor� pla�
ni�carea lucr�arilor� optimizarea tra�cului� optimizarea conexiunilor ��n circuitele
integrate ����
�� programare liniar�a �si neliniar�a
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�In concluzie� putem spune c�a una dintre limit�arile ret�elelor Hop�eld este faptul
c�a ajungem de multe ori la un minim local �si nu global
 Aceasta se datoreaz�a
formei complexe a funct�iei E�v�


Una din di�cult�at�i este �si traducerea problemei de optimizare ��ntr�o problem�a
de minimizare a energiei
 Singurele forme ale funct�iei de energie care se cunosc
sunt cele date de Hop�eld
 Dac�a � este mare� se poate lua energia trunchiat�a

Dac�a intr�arile externe sunt nule� dispare �si al doilea termen
 Schema de rezolvare
a unei probleme de optimizare folosind ret�ele feed�back monostrat este cea din
�gura �
�


punct  de  echilibru
care  este  solutie

STOP

se  calculeaza  W,i
E (W,i,v)=E (v)

algoritmul  de  simulare
sau  se  elaboreaza
se  construieste  reteaua

reteaua  cu  conditii
se  initializeaza

se  implementeaza

functia  energiei  generale
E (W,i,v)

problema  de  optimizare
E (v)

tranzitiile  dinamice

initial  neutre

Figura ���� Modul de rezolvare a unei probleme de optimizare folosind ret�ele feedback monos�
trat�

��	 Exemple

Ret�ea Hop�eld cu timp discret

Fie�

W �

�
����


 � � ��
� 
 � ��
� � 
 ��
�� �� �� 


�
���� �
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Presupunem pragurile �si intr�arile externe zero
 Calcul�am�

E�v� � ��

�

h
v� v� v� v�

i
W

�
����
v�
v�
v�
v�

�
����

� �v��v� � v� � v��� v��v� � v�� � v�v��

Calcul�and expresia pentru toate v�arfurile hipercubului�
h
�� �� �� ��

it
�


�h

� � � �
it

se ajunge la nivelele de energie ��� 
� �
 Tranzit�iile au loc pe
muchiile hipercubului� de la un v�arf la un alt v�arf cu energie mai sc�azut�a
 Minimul

este atins ��n v�arfurile
h
� � � ��

it
�si
h
�� �� �� �

it
� unde avem st�ari

stabile
 Tranzit�iile au loc asincron
 De aceea� o tranzit�ie este doar de�a lungul
unei singure muchii �se poate modi�ca cel mult o component�a�


Dac�a tranzit�iile au loc sincron� atunci ele nu minimizeaz�a energia �si nu tind

c�atre o stare stabil�a
 De exemplu� pornind din v� �
h
� �� � �

it
� ajungem

la�

v� � #
h
Wv�

i
� #

�
����


 � � ��
� 
 � ��
� � 
 ��
�� �� �� 


�
����
�
����

�
��
�
�

�
����

�

�
����
sgn����
sgn���
sgn����
sgn����

�
���� �

�
����
��
�
��
��

�
���� �

Tranzit�ia nu mai este de�a lungul unei muchii
 Se calculeaz�a c�a

v� � v��

deci oscileaz�a ��ntre v� �si v�
 �In v� �si v� energia este �
 Spre deosebire de
tranzit�iile sincrone� tranzit�iile asincrone duc ��ntotdeauna la unul dintre minimele
energetice
 Dac�a la tranzit�iile asincrone pornim de la

h
�� � � �

i
�si sc�adem

energia� atunci evolut�ia se poate desf�a�sura ca ��n �gura �
�

Minimul la care ajungem depinde de ordinea de actualizare a componentelor


Ret�ea de tip gradient

Vom elabora un convertor A�D �Tank� Hop�eld� ����� pe � bit�i
 Presupunem c�a
f�ui� este continu�a unipolar�a


Se poate ar�ata c�a o funct�ie energiei totale aleas�a convenabil poate ��

E �
�

�

�
x�

�X
i	�

vi�
i

��

� �

�

�X
i	�

��ivi�vi � ���
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[1 1 1 1]

[-1 -1 -1 1]

[-1 -1 1 1]

[1 1 1 -1]

[-1 1 1 1]
(E = 2)

(E = 0) (E = 0)

(E = -6)(E = -6)

Figura ��	� Variante de evolut�ie a st�arilor pentru o serie de tranzit�ii asincrone�

Dorim s�a minimiz�am pe E� ceea ce implic�a minimizarea lui �
�

�
x�P�

i	� vi�
i
��

care este eroarea de conversie A�D� unde v� � �v� este valoarea zecimal�a a vec�

torului binar
h
v� v�

it
�si corespunde valorii analogice x
 Calcul�and� ajungem

la�

E �
�

�
x� �

�

�

�X
i	�

�X
j	�
j �	i

�i�jvivj �
�X
i	�

�
��i�� � �ix

�
vi�

Pentru x �xat� �
�
x� este o constant�a� deci irelevant�a atunci c�and minimiz�am pe

E
 Expresia energiei ��n ret�eaua Hop�eld este�

��

�

�X
i	�

�X
j	�

wijvivj
�X
i	�

iivi�

Ultimul termen dispare deoarece minimele sunt ��n v�arfurile hipercubului
 Prin
identi�carea termenilor din cele dou�a expresii� ajungem la�

w�� � w�� � ��
i� � x� �

�
i� � �x� �

Convertorul rezultat este un caz special al unei ret�ele de tip gradient ��g
 �
��

Avem�

C�
du�
dt

� x� �

�
� ����v� � u���� � g��

C�
du�
dt

� �x� � � ����v� � u���� � g��

care sunt ecuat�iile st�arilor
 De exemplu� putem presupune c�a folosim o tensiune
de referint�a av�and valoarea de ��V ��g
 �
��
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i0
i1

1_
2x-

1

2x-2

0

1

g

C

g

-2

Ω

-2

Ω

1

1 0

C 0

1v v0

u
0u

Figura ���� Convertor A�D pe doi bit�i implementat printr�o ret�ea de tip gradient�

Ecuat�iile st�arilor devin�

C�
du�
dt

� x� �

�
� �'v� � u��� � g��

C�
du�
dt

� �x� � � �'v� � u��� � g���

Condit�ia wij � 
 asigur�a realizabilitatea ret�elei folosind rezistent�e de valoare

Rij �
�
wij


 �Inlocuind ponderile �si valorile curent�ilor externi ��n expresia energiei�

obt�inem pentru valori mari ale lui ��

E � �v�v� �
v�
�

� �v� � x�v� � �v��� ��
��

Reprezent�and gra�c funct�ia E� obt�inem�

� Pentru x � 
� punctul stat�ionar este punct de minim� v� � v� � 


�� Pentru x � �� punctul stat�ionar este punct de minim� v� � �� v� � 


� Pentru x � �� �� punctele stat�ionare sunt� punctul de minim dorit v� � ��
v� � 
� dar �si punctul de minim nedorit v� � 
� v� � �� precum �si un punct
�sa� undeva ��n interiorul p�atratului� 
 � v� � �� 
 � v� � �


�In loc s�a rezolv�am sistemul de ecuat�ii diferent�iale� oare nu putem c�auta mi�
nimele lui E�
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i0
i1−+ −+−+

Ω1 Ω2
1_
2Ω 1_

2Ω

1 0

-1V -1V
xV

gg
1 u1 0u 0

C1 C 0

_
v1

_
v0

Ω

2 2

Ω

Figura ��
� Convertor A�D pe doi bit�i implementat printr�o ret�ea de tip gradient �si care folose�ste
o tensiune de referint��a de �V�

Din relat�ia �
� obt�inem�

rE�v� �

�
�v� �

�
�
� x

�v� � �� �x

�

H � r�E�v� �

�

 �
� 


�
�

Observ�am �

det H�� � 


det H�� �

�

 �
� 


�
� ���

Matricea H nu este pozitiv sau negativ de�nit�a
 E nu are deci minim sau maxim�
dac�a nu consider�am alte restrict�ii
 Impunem restrict�ia ca spat�iul de ie�sire s�a �e

p�atratul
�

 �

��

 Atunci� minimele lui E sunt situate ��n v�arfurile p�atratului�

dac�a aceste minime exist�a
 Se poate demonstra acest lucru pentru ���
 Dac�a
v� este o solut�ie pentru rE�v� � 
 �si se a%�a ��n interiorul p�atratului� atunci este
un punct �sa
 Rezult�a c�a pentru a g�asi solut�ia avem dou�a posibilit�at�i�

�
 Rezolvarea numeric�a a sistemului de ecuat�ii diferent�iale

�
 Simularea ret�elei printr�un program de simulare a circuitelor electronice� de
exemplu SPICE
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-2

Ω

-2

Ω

f1

f2

2 2RC

u

u

v1

v

1 1RC

1

2 2

Figura ����� Ret�eaua neural�a propus�a pentru exercit�iul ��

��� Exercit�ii

�
 Simulat�i ��n SPICE convertorul A�D
 Generalizat�i�l pentru patru bit�i


�
 Pentru ret�eaua neural�a din �gura �
�
� cu � mare� g�asit�i�

�a� Ecuat�iile st�arilor�

�b� Ponderile �conductant�ele� W�

�c� Funct�ia energiei E�v� trunchiat�a�

�d� rE�v�


f1

f2

RC

Ω

1

1

Ω

_

_

1A

1RC

u

u
1

1

2

2

2

v1

v2

Figura ����� Ret�eaua neural�a propus�a pentru exercit�iul ��



	�	� EXERCIT� II ���

�
 Pentru ret�eaua neural�a din �gura �
��� cu � mare� g�asit�i�

�a� Ecuat�iile st�arilor�

�b� Ponderile �conductant�ele� W�

�c� Vectorul i al intr�arilor externe�

�d� Funct�ia energiei E�v� trunchiat�a�

�e� rE�v�


�
 Fie o ret�ea neural�a cu trei neuroni� a c�arei funct�ie de energie trunchiat�a
este�

E�v� � v�� � v�� � v�� � �v�v� � v�v� � �v� � ���

G�asit�i�

�a� rE�v��

�b� r�E�v��

�c� Minimele� maximele �si punctele �sa ale lui E�v�� atunci c�and nu avem
alte restrict�ii


2

1

3

5
-5

5

-15

-5
-15

v

v1

2

3v

Figura ����� Ret�eaua neural�a propus�a pentru exercit�iul ��

�
 Fie ret�eaua neural�a din �gura �
��� cu � mare
 Evalu�and funct�ia de energie
trunchiat�a� g�asit�i minimele� maximele �si punctele �sa��n ! �� � "�
 Calculat�i
apoi valorile energiei ��n toate v�arfurile cubului


�
 O ret�ea neural�a este descris�a de ecuat�iile�

�
dui
dt

� �
Ci

�Pn
j	�wijvj � uiGi � ii

�
pentru i � �� �� � � � � n

vi � f�ui�
�

Rezolvat�i numeric acest sistem
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Indicat�ie� Alegem� de exemplu� o metod�a foarte simpl�a� cea a lui Euler�

���	
��


uk��
i � uki � h �

Ci

�Pn
j	�wijv

k
j � ukiGi � ii

�
pentru i � �� � � � � n�

unde h � tk�� � tk

vki � f�uki �

�
 Implementat�i metoda din exercit�iul � pentru problema convertorului A�D
pe doi bit�i �si g�asit�i v�t� �ie�sirea stabil�a� pentru�

C� � C� � �F� g� � g� � �*��� x � 
�

vi � f�ui� �
�

� � e���ui
� i � 
� �

Testat�i programul pentru�

v� � ! 
� �� 
� �� "t

v� � ! 
� � 
� � "t

v� � ! 
� �� 
� �� "t�

�
 �C� Proiectat�i o memorie Hop�eld recurent�a autoasociativ�a care s�a memo�
reze ca prototipuri caracterele A� I �si O� codi�cate ca matrici binare de
� � � pixeli
 Implementat�i algoritmul de reg�asire �si simulat�i convergent�a
asincron�a a memoriei c�atre �ecare din prototipurile memorate� folosind ca
pattern�uri cheie caracterele A� I �si O� perturbate




Capitolul 


Memorii asociative

�In capitolul precedent� ne�am concentrat ��n special pe rezolvarea unor probleme
de optimizare
 �In acest capitol� vom interpreta evolut�ia unui sistem dinamic ca
o mi�scare a unui pattern de intrare c�atre un alt pattern care este memorat �si
se nume�ste prototip sau memorie stocat�a
 Ret�elele neurale din aceast�a clas�a se
numesc memorii asociative


O memorie asociativ�a e�cient�a poate stoca un mare num�ar de pattern�uri
 Pe
parcursul apelului� memoria este excitat�a cu un pattern cheie �numit �si argument
al c�aut�arii� care cont�ine o port�iune de informat�ie despre un anumit pattern dintr�
o mult�ime de pattern�uri memorate
 Acest prototip anume poate � reg�asit prin
asocierea pattern�ului cheie �si a informat�iei memorate


S�au elaborat mai multe modele de memorii asociative
 Ne vom concentra
asupra ret�elelor feedback din capitolul precedent� dar vom discuta �si arhitecturi
feedforward de memorie


�In general� memoriile asociative achizit�ioneaz�a informat�ie a priori
 Scrierea ��n
memorie provoac�a modi�c�ari ale conexiunilor dintre neuroni
 Nu exist�a adrese�
toat�a informat�ia din memorie este distribuit�a spat�ial ��n ret�ea


Care sunt cerint�ele pentru o astfel de memorie� Ea trebuie s�a aib�a o capa�
citate mare de stocare a prototipurilor
 Ea trebuie s�a �e robust�a� astfel ��nc�at o
distrugere local�a a structurii s�a nu provoace c�aderea ��ntregului sistem
 �In plus� o
astfel de memorie trebuie s�a �e capabil�a de a ad�auga�elimina asociat�ii� pe m�asur�a
ce se modi�c�a cerint�ele de stocare


Memoriile asociative permit de obicei c�autarea paralel�a
 Scopul c�aut�arii este
de a extrage unul sau toate pattern�urile care se potrivesc cu pattern�ul cheie


Se presupune c�a memoria biologic�a opereaz�a conform principiilor unei memorii
asociative� nu exist�a locat�ii de memorie cu adrese� stocarea este distribuit�a ��ntr�o
ret�ea dens�a de neuroni interconectat�i


��� Concepte de baz�a

Diagrama bloc a unei memorii asociative este reprezentat�a ��n �gura �
�


���
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... ...

vnxn

x2 v2

x1 v1

M

Figura ���� Diagrama bloc a unei memorii asociative�

�In aceast�a �gur�a� x este vectorul intr�arilor� v este vectorul ie�sirilor� x � 
n�
v � 
m �si v � M !x"� unde M este un operator neliniar matricial speci�c �ec�arui
tip de memorie
 Structura lui M re%ect�a o paradigm�a speci�c�a
 Pentru memorii
dinamice� M implic�a �si variabila timp


Pentru un model de memorie dat� forma operatorului M este exprimat�a de
obicei ��n funct�ie de vectorii prototip care trebuie stocat�i
 Algoritmul care per�
mite calcularea lui M se nume�ste algoritm de ��nregistrare sau stocare
 De obicei�
neuronii sunt a�sezat�i pe unul sau dou�a straturi


Maparea v � M !x" este numit�a reg�asire
 Not�am prototipurile cu un indice
superior ��n parantez�a


S�a presupunem c�a ��n memorie sunt stocat�i anumit�i vectori prototip� astfel
��nc�at� dac�a se aplic�a un pattern cheie� ie�sirea produs�a de memorie �si asociat�a
cheii este r�aspunsul memoriei


Presupun�and c�a exist�a p perechi de asocieri stocate�

x
i� � v
i� pentru i � �� � � � � p

�si
v
i� �� x
i� pentru i � �� � � � � p�

atunci ret�eaua este o memorie heteroasociativ�a

Dac�a aplicat�ia este de forma�

x
i� � v
i�
���
v�i�	x�i�

pentru i � �� � � � � p

atunci memoria este autoasociativ�a

�In memoria heteroasociativ�a� asocierile se fac ��ntre mult�imile ordonate de

vectori fx
���x
��� � � � �x
p�g �si fv
���v
��� � � � �v
p�g
 Memoriile autoasociative aso�
ciaz�a vectori din cadrul unei singure mult�imi care este fx
���x
��� � � � �x
p�g
 Evi�
dent� proiectarea unui vector x
i� ��n el ��nsu�si nu are nici o semni�cat�ie
 O aplicat�ie
mai realist�a a unei map�ari autoasociative este asocierea unui pattern cheie per�
turbat cu prototipul s�au stocat ��n memorie


Spre deosebire de memoriile calculatoarelor� care sunt adresabile prin adres�a�
memoriile asociative sunt adresabile prin cont�inut


Prin ret�ele neurale se pot realiza memorii statice �instantanee� nerecurente� �si
memorii dinamice �recurente�
 Memoria din �gura �
� este una static�a realizat�a
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x0 v0

1M

Figura ���� Memorie static�a realizat�a printr�o ret�ea feedforward�

vk+1
x0

2M

∆

xk

Figura ���� Memorie dinamic�a autoasociativ�a realizat�a printr�o ret�ea recurent�a�

printr�o ret�ea feedforward �si v� � M�!x
�" care reprezint�a un sistem de ecuat�ii

algebrice neliniare
 �In �gura �
� este o memorie dinamic�a autoasociativ�a realizat�a
printr�o ret�ea recurent�a pentru care vk�� � M�!x

��vk"� reprezent�and un sistem
de ecuat�ii diferent�iale neliniare


Un exemplu de memorie dinamic�a este ret�eaua Hop�eld ��n care

vk�� � M�!v
k"�

adic�a ��n care avem un v�� dar nu avem intr�ari externe ��g
 �
��


M

M

∆

vk+1

∆
xk

vk+2

xk+1

x0

’

Figura ���� Memorie dinamic�a heteroasociativ�a�

��� Asociatori liniari

Memoriile asociative tradit�ionale sunt de tip instantaneu� feedforward
 Pentru
memoria asociativ�a liniar�a avem�

v � Wx



��� CAPITOLUL 
� MEMORII ASOCIATIVE

unde x este pattern�ul de intrare� iar v pattern�ul de ie�sire
 Nu apar neuroni

Dac�a totu�si introducem formal neuroni� atunci avem�

v � M�!Wx"

unde M�!�" este un operator matricial liniar unitate
 Avem un strat de neuroni
de ie�sire pentru care

v� � f�neti� � neti�

S�a presupunem c�a dorim s�a stoc�am��n acest asociator liniar p
 Se dau perechile
de vectori fs
i�� f 
i�g� i � �� � � � � p
 Vectorii s reprezint�a stimulii� iar vectorii f sunt
r�aspunsurile fort�ate
 Avem�

s
i� �
h
s

i�
� � � � s
i�n

it
f 
i� �

h
f

i�
� � � � f 
i�

m

it
�

Practic� s
i� pot � pattern�uri iar f 
i� informat�ii asupra apartenent�ei lor la o clas�a�
sau imagini ale lor


Obiectivul asociatorului liniar este s�a implementeze maparea

v �Wx

sub forma
f 
i� � �
i� �Ws
i�

sau� folosind simbolul de mapare

s
i� � f 
i� � �
i� pentru i � �� �� � � � � p

astfel ��nc�at vectorul zgomot �
i� s�a �e minimizat

Problema se poate pune �si astfel� pentru un num�ar mare de observat�ii� s�a

se g�aseasc�a W care minimizeaz�a
P

i k�
i�k
 Este o problem�a tipic�a de statistic�a
matematic�a �si nu o vom aborda aici


Dorim s�a g�asim W care permite stocarea e�cient�a a datelor ��n memorie

Aplic�am regula de ��nv�at�are hebbian�a pentru a instrui asociatorul�

wij
� � wij � fisj pentru i � �� �� � � � � m� j � �� �� � � � � n

unde vectorii f �si s trebuie s�a �e membrii ai perechii de asociere


W� �W � fst

Init�ializ�and ponderile din W cu zero� avem�

W� � f 
i�s
i�t�

Acesta este primul pas al instruirii
 Avem p perechi de ��nv�at�at� deci�

W� �
pX

i	�

f 
i�s
i�t
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W� � FSt

unde W� este o matrice de corelat�ie m� n �si

F �
h
f 
�� f 
�� � � � f 
p�

i

S �
h
s
�� s
�� � � � s
p�

i
�

S�a presupunem c�a� dup�a instruire� aplic�am vectorul cheie s
j�
 Atunci�

v �

� pX
i	�

f 
i�s
i�t
�
s
j�

� f 
��s
��ts
j� � � � �� f 
p�s
p�ts
j��

Ideal ar � s�a avem v � f 
j�
 Aceasta se ��nt�ampl�a dac�a

s
i�ts
j� � 
 pentru i �� j

s
j�ts
j� � ��

Deci� mult�imea de vectori ortonormali fs
��� � � � � s
p�g asigur�a maparea perfect�a

Ortonormalitatea este o condit�ie supus�a intr�arilor �si ea nu este ��ntotdeauna res�
pectat�a


S�a presupunem c�a s
j�
�
este s
j� perturbat�

s
j�
�

� s
j� �$
j�

unde termenul perturbat�ie $
j� se poate presupune statistic independent de s
j�

Pentru cazul c�and vectorii stocat�i ��n memorie sunt ortonormali� avem�

v � f 
j�s
j�ts
j� � f 
j�s
j�t$
j� �
pX
i	�
i�	j

�
f 
i�s
i�t

�
$
j�

� f 
j� �
pX

i	�
i�	j

�
f 
i�s
i�t

�
$
j��

Am t�inut cont �si de faptul c�a $
j� este statistic independent de s
j�� deci pot �
considerat�i ortogonali� adic�a�

s
j�t$
j� � ks
j�tkk$
j�kcos
 � 
�

Observ�am c�a r�aspunsul memoriei este asocierea dorit�a f 
j�� plus o component�a
aditiv�a datorat�a perturbat�iei $
j�
 Aceast�a component�a cont�ine ��n parantez�a
aproape tot�i termenii lui W ponderat�i de $
j�
 Chiar �si ��n cazul ��n care vectorii
memorat�i sunt ortonormali� la f 
j� se adaug�a un zgomot foarte mare
 Metoda
este ine�cient�a pentru a reg�asi un pattern perturbat
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�In �nal� s�a not�am o proprietate interesant�a a asociatorului liniar ��n cazul
autoasociativ
 �In acest caz� ret�eaua este un autocorelator
 Lu�am f 
i� � s
i� �si
obt�inem matricea de autocorelat�ie W��

W� �
pX

i	�

s
i�s
i�t � SSt�

t�in�and cont de faptul c�aW� este simetric�a
 S�a not�am��ns�a c�aW� nu are diagonala
egal�a cu zero
 Presupun�and s
��� � � � � s
p� ortonormali� pentru vectorul de intrare
perturbat s
j�

�
obt�inem�

v � s
j� �
X
i	�
i �	j

s
i�s
i�t$
j�

� s
j� � �p� ��$
j�

unde termenul $
j� apare ampli�cat de p� � ori�
Asociatorii liniari �si autoasociatorii pot � folosit�i �si atunci c�and vectorii s
���




� s
p� sunt liniar independent�i �o condit�ie mai slab�a dec�at ortogonalitatea�

Kohonen a ar�atat c�a� ��n acest caz� avem�

W � F�StS���St�

Acest W minimizeaz�a eroarea p�atratic�a dintre f 
j� �si v
j�

Deoarece vectorii prototip nu sunt ��n general liniar independent�i� nici aceast�a

metod�a nu poate � aplicat�a oric�and
 �In plus� apare problema zgomotului

�In concluzie� asociatorii liniari nu sunt ��n general utilizabili ��n practic�a


��� Concepte de baz�a ale memoriilor

autoasociative recurente

O astfel de memorie este ��n esent��a o ret�ea feedback monostrat cu timp discret de
tip Hop�eld ��g
 �
��


Recursivitatea este stohastic asincron�a
 Fiecare feedback se produce cu o
��nt�arziere $
 Neuronii sunt alc�atuit�i dintr�un sumator �si un comparator �si sunt
bipolari discret�i
 Ie�sirile sunt ��n mult�imea f��� �gn
 Presupunem c�a ii � Ti � 
�
pentru i � �� �� � � � � n


Algoritmul de reg�asire

vk��
i � sgn



� nX
j	�

wijv
k
j

�
A

Presupun�and c�a pornim din v� �si c�a se alege ��n mod aleator secvent�a m� p� q de
neuroni� avem�

Prima actualizare� v� � ! v�� v�� � � � v�m � � � v�p � � � v�q � � � v�n "t

A doua actualizare� v� � ! v�� v�� � � � v�m � � � v�p � � � v�q � � � v�n "t

A treia actualizare� v� � ! v�� v�� � � � v�m � � � v�p � � � v�q � � � v�n "t
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Figura ���� Memorie Hop
eld autoasociativ�a�

Avem�

E�v� � ��

�
vtWv�

Am v�azut c�a energia este necresc�atoare �si ret�eaua se stabilizeaz�a ��ntr�unul din
minimele locale energetice


Fie �v complementul vectorului v

Se observ�a c�a E�v� � E��v�
 Deci� un minim pentru E�v� are aceea�si

valoare cu un minim pentru E��v�
 Cu alte cuvinte� tranzit�iile memoriei se pot
termina ��n aceea�si m�asur�a at�at ��n v� c�at �si ��n �v
 Factorul decisiv care determin�a
convergent�a este similaritatea dintre v� �si v� respectiv �v


Algoritmul de stocare

Fie s
��� 


� s
p� prototipurile bipolar binare care trebuie stocate
 Algoritmul de
stocare pentru calcularea matricii ponderilor este�

W �
pX

m	�

s
m�s
m�t � pI

sau

wij � ��� 	ij�
pX

m	�

s

m�
i s


m�
j

unde 	ij � 
 pentru i �� j� 	ii � � �si I este matricea unitate

Matricea W este foarte similar�a cu matricea de autocorelat�ie obt�inut�a prin

��nv�at�are hebbian�a ��n cazul asociatorului liniar autoasociativ
 Diferent�a este
c�a wii � 

 Sistemul nu memoreaz�a vectorul s
m�� ci doar ponderile wij care
reprezint�a corelat�ii ��ntre componentele acestui vector


Oric�and se pot ad�auga noi autoasocieri adit�ionale la memoria existent�a� prin
incrementarea ponderilor existente
 Oric�and se pot elimina autoasociatori prin
decrementarea ponderilor existente
 Regula de stocare este invariant�a la ordinea
��n care sunt stocate prototipurile
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Dac�a avem vectorii unipolari s
��� 


� s
m�� algoritmul de stocare trebuie modi�
�cat astfel ��nc�at o component�a �� s�a ��nlocuiasc�a elementul 
 ��n vectorul unipolar
originar�

wij � ��� 	ij�
pX

m	�

��s

m�
i � ����s


m�
j � ���

S�a observ�am c�a regula de stocare este invariant�a la operat�ia de complementare
binar�a
 Stoc�and vectorul s

�
m�� complementar lui s
m�� obt�inem�

wij
� � ��� 	ij�

pX
m	�

��s�
m�
i � ����s�
m�

j � ���

Substituind s�
m�
i � �� s


m�
i � obt�inem wij

� � wij
 Cu alte cuvinte� este indiferent
dac�a stoc�am un pattern sau complementul s�au binar


Algoritmul de stocare �si reg�asire pentru o memorie autoasociativ�a recurent�a
este urm�atorul�

Se dau vectorii binar bipolari s
��� 			� s
p� de c�ate n componente	
Vectorul init�ial �care se cere reg�asit� este v�� tot de n componente	

Stocarea


	 Se init�ializeaz�a W� 
� m� �� unde W este matricea n� n a
ponderilor	

�	 Se stocheaz�a s
m��

W�W � s
m�s
m�t � I�


	 if m � p then m� m � �� go to �	

Reg�asirea


	 Se init�ializeaz�a k � �� v� v�� unde k este un contor de ciclu	

�	 Se init�ializeaz�a i � �� contorul de actualizare ��n ciclu	 Se
obt�ine o permutare aleatoare a ��ntregilor �� � � � � n� ��� � � � � �n	
actualizare � FALSE	


	 Este actualizat neuronul �i� dac�a este cazul�
net�i �

Pn
j	�w�ijvj� vnew � sgn �net�i�

if v�i �� vnew then actualizare� TRUE� v�i � vnew	

�	 if i � n then i� i� �� goto 
	

�	 if actualizare � FALSE then fnu a avut loc nici o actualizare
��n acest ciclu� reg�asirea se termin�ag display k� v
else k � k � �� goto �	
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Considerat�ii asupra modului de funct�ionare

Memoria autoasociativ�a Hop�eld este referit�a de multe ori ca un decodor corector
de erori
 Memoria lucreaz�a cel mai bine cu valori mari ale lui n


S�a presupunem c�a n are o valoare mare
 Presupunem c�a pattern�ul s
m
�� este

unul din cele p pattern�uri stocate
 Acest pattern este acum la intrarea memoriei

Pentru neuronul i avem�

neti �
nX

j	�

wijs

m��
j �

Aplic�and formula�

wij � ��� 	ij�
pX

m	�

s

m�
i s


m�
j

�si� neglij�and pentru moment termenul �� 	ij� obt�inem�

neti 
�
nX

j	�

pX
m	�

s

m�
i s


m�
j s


m��
j

�
pX

m	�

s

m�
i

nX
j	�

s

m�
j s


m��
j �

Dac�a vectorii s
m� �si s
m
�� sunt statistic independent�i� atunci termenul

nX
j	�

s

m�
j s


m��
j ��
��

este ��n medie zero
 De altfel� aceast�a sum�a este produsul scalar s
m�s
m
��
 Dac�a

s
m� �si s
m
�� sunt ortogonali� deci statistic independent�i� acest produs devine zero


Dac�a s
m� �si s
m
�� sunt ��ntr�o anumit�a m�asur�a identici� atunci termenul �
� devine

pozitiv
 Dac�a s
m� � s
m
��� atunci termenul �
� este n


Deci� dac�a s
m� � s
m
�� pentru un anumit � � m � p� atunci

neti 
� s

m��
i n� pentru i � �� �� � � � � n� ��
��

neti are acela�si semn ca �si s

m��
i � pentru i � �� � � � � n
 �In concluzie� vectorul s
m

��

este stabil �si nu se mai poate modi�ca

Vom da acum o explicat�ie intuitiv�a a faptului c�a pattern�urile perturbate pot

� ref�acute

S�a presupunem c�a vectorul de la intrare este o versiune perturbat�a a proto�

tipului s
m
�� care este stocat ��n memorie� iar perturbat�ia afecteaz�a doar o mic�a

parte a componentelor �majoritatea componentelor sunt neperturbate�
 �In acest
caz� ��n �
� multiplicatorul n va avea o valoare ceva mai mic�a� egal�a cu num�arul

de componente identice dintre s
m
�� �si vectorul de intrare
 Semnul lui s
m

��
i se

propag�a asupra lui neti
 Componentele perturbate sunt actualizate� una c�ate
una� cu valorile lor neperturbate din s
m

��
 Evident� este necesar ca majoritatea
componentelor vectorului init�ial s�a �e neperturbate �si ca n s�a �e mare
 Compo�
nentele perturbate se conformeaz�a deci dorint�ei majorit�at�ii
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Aceasta explic�a intuitiv cum un pattern perturbat poate � asociat celui mai
apropiat prototip stocat
 Discut�ia este ��ns�a valabil�a doar pentru valori mari ale
lui n


S�a presupunem acum c�a prototipurile stocate sunt ortogonale
 Avem�

net �

� pX
m	�

s
m�s
m�t � pI

�
s
m

���

Deoarece s
i�ts
j� � 
 pentru i �� j �si s
i�ts
j� � n� obt�inem

net � �n� p�s
m
���

Dac�a n � p� rezult�a c�a s
m
�� este stabil
 Funct�ia de energie este�

E�v� � ��

�
vtWv

� ��

�
vt
� pX
m	�

s
m�s
m�t

�
v �

�

�
vtpIv�

Pentru �ecare prototip stocat s
m
�� avem�

E�s
m
��� � ��

�

pX
m	�

�
s
m

��ts
m�
� �
s
m�ts
m

��
�
�

�

�
s
m

��tpIs
m
��

� ��

�
�n� � pn��

Memoria are o stare de echilibru la �ecare prototip s
m
��� iar energia are valoarea

ei minim�a ��
�
�n� � pn� ��n aceste st�ari


Pentru cazul mai general� c�and prototipurile nu sunt mutual ortogonale� e�
nergia nu mai este ��n mod necesar minimizat�a pentru �ecare prototip� iar pro�
totipurile nu mai sunt ��n mod necesar st�ari de echilibru
 �In acest caz� avem�

net � ns
m
�� � ps
m

�� �
pX

m	�
m�	m�

�
s
m�s
m�t

�
s
m

��

� �n� p�s
m
�� �

pX
m	�
m�	m�

�
s
m�s
m�t

�
s
m

���

Fat��a de situat�ia anterioar�a� apare suplimentar ultimul temen�

pX
m	�
m�	m�

�
s
m�s
m�t

�
s
m

���

Acesta poate � interpretat ca un vector zgomot
 Cu c�at �n � p� este mai mare�
cu at�at scade important�a zgomotului �si prototipurile devin st�ari de echilibru
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��	 Analiza performant�ei memoriilor

autoasociative recurente

�In aceast�a sect�iune� vom stabili relat�ii ��ntre m�arimea n a memoriei �si num�arul de
pattern�uri distincte care pot � ref�acute ��n mod e�cient
 Aceasta depinde �si de
gradul de similaritate dintre vectorul cheie �si cel mai apropiat prototip� precum
�si de gradul de similaritate dintre prototipuri


Pentru a m�asura 	similaritatea	� vom folosi distant�a Hamming
 De fapt� ea
este proport�ional�a cu 	disimilaritatea	
 Pentru vectorii bipolari de n componente
x �si y� avem�

DH�x�y� �
�

�

nX
i	�

jxi � yij�

Aceast�a ��nseamn�a c�a DH�x�y� reprezint�a num�arul de pozit�ii ��n care difer�a bit�ii

Prin actualizarea asincron�a� la �ecare pas se modi�c�a vectorul de ie�sire cu DH �
�


Fie� de exemplu�

s
�� � ! �� �� � � "t

s
�� � ! �� � � �� "t

Construim�

W �

�
����


 
 �� 


 
 
 ��
�� 
 
 


 �� 
 


�
���� �

Pornind din

v� � ! �� � �� � "t�

obt�inem� prin actualiz�ari asincrone ascendente�

v� � ! � �� �� � "t

v� � ! � �� �� � "t � v� � � � �

Actualiz�arile au fost astfel descrise pas cu pas
 Convergent�a este c�atre �s
�� �si
nu c�atre s
�� sau s
��
 Avem�

DH
�
v�� s
��

�
� DH

�
v�� s
��

�
� ��

deci v� nu este atras c�atre s
�� sau s
��

Fie acum�

v� � ! �� � � � "t�

Avem�

DH
�
v�� s
��

�
� DH

�
v�� s
��

�
� ��
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Prin actualiz�ari asincrone ascendente� obt�inem�

v� � v�

v� � ! �� �� � � "t � v� � � � � � s
��

Pe de alt�a parte ��ns�a� dac�a actualiz�arile sunt ��n ordine descendent�a� obt�inem s
��

Pentru acest exemplu� avem p
n � �
�� deci memoria este supra��nc�arcat�a

�si sensibil�a la perturbat�ii
 De aceea� refacerea pattern�urilor perturbate nu este
��ntotdeauna e�cient�a
 Se observ�a �si c�a nu putem evita stocarea complementelor
pattern�urilor stocate


�In astfel de memorii� pot exista st�ari stabile care nu reprezint�a pattern�uri
memorate
 De asemenea� convergent�a nu este neap�arat c�atre cel mai apropiat
pattern memorat �apropiere m�asurat�a prin DH�
 Aceste dou�a de�cient�e devin
deranjante atunci c�and memoria este supra��nc�arcat�a� deci c�and p
n este mare


Capacitatea memoriei autoasociative recurente

Vom ment�iona aici rezultatele obt�inute de McEliece et al	�

Un vector stare vk al unei memorii este stabil dac�a

vk�� � #
h
Wvk

i
� vk�

Aceast�a de�nit�ie nu este legat�a de tipul de actualizare� sincron sau asincron

Fie � raza de atract�ie de�nit�a astfel� orice vector la o DH mai mic�a dec�at �n

�distant�a de atract�ie� de starea stabil�a v este eventual atras de v
 Am v�azut c�a
distant�a de atract�ie este ��ntre � �si n
�� deci � este ��ntre �
n �si �
�


Pentru ca sistemul s�a funct�ioneze ca o memorie� impunem ca �ecare vector
memorat s
m� s�a �e stabil
 Mai put�in restrictiv este s�a cerem s�a existe un vector
stabil la o distant��a mic�a de s
m�� �n� pentru toate cele p pattern�uri memorate


Capacitatea asimptotic�a a unei memorii autoasociative cu n neuroni este�

c �
��� ���n

� ln n
�

Dac�a p � c� atunci toate cele p pattern�uri stocate� sunt stabile cu probabilitatea
aproape �
 Oricum ar � valoarea 
 � � � �
�� capacitatea unei memorii Hop�eld
este deci ��ntre�

n
�� ln n� � c � n
�� ln n��

unde c depinde de fapt de tolerant�a la eroare� adic�a de �
 �In loc de �n pattern�uri�
putem stoca doar c pattern�uri�

Studiul lui McEliece et al	 relev�a prezent�a unor atractori ��n care nu au fost
memorate pattern�uri� ace�stia au ��n general bazinele de atract�ie mai mici dec�at
cele ale pattern�urilor stocate


Chiar dac�a num�arul pattern�urilor ce pot � stocate ��ntr�o memorie Hop�eld
este destul de mic� aceste memorii au o serie de aplicat�ii ��n procesarea vorbirii�
baze de date� prelucrarea imaginilor


�McElice� R�J� Posner� E�C�� Rodemich� E�R�� Vankatesh� S�V� �The Capacity of the Hop
eld
Associative Memory�� IEEE Trans� on Information Theory� ��� �
�	� ��������
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��� Memoria asociativ�a bidirect�ional�a �MAB�

MAB ��g
 �
�� este o memorie heteroasociativ�a adresabil�a prin cont�inut const�and
din dou�a straturi �Kosko� ����� �����


W

W

... ...

1

2

1

2

n m

stratul   A stratul   B
t

Figura ���� Memorie asociativ�a bidirect�ional�a�

Fie p perechi de pattern�uri memorate�

f
�
a
���b
��

�
�
�
a
���b
��

�
� � � �

�
a
p��b
p�

�
g

Presupunem c�a avem vectorul b la intrarea��n stratul A al memoriei
 Presupunem
c�a neuronii sunt binari bipolari�

a� � #!Wb"�

adic�a�

ai
� � sgn



� mX
j	�

wijbj

�
A � i � �� � � � � n�

Procesarea are loc sincron
 Urmeaz�a�

b� � #
h
Wta�

i
bj
� � sgn

�
nX
i	�

wijai
�
�
� j � �� � � � � m�

Apoi�

a�� � # !Wb�"

b�� � #
h
Wta��

i
etc




��� CAPITOLUL 
� MEMORII ASOCIATIVE

Procesul continu�a p�an�a c�and a �si b nu se mai modi�c�a

�In mod ideal� procesul se stabilizeaz�a ��ntr�o pereche

�
a
i��b
i�

�
din mult�imea

perechilor memorate
 Putem opera asem�an�ator pentru cazul unipolar
 Pre�
supunem c�a straturile sunt activate alternativ


Stabilitatea unei astfel de ret�ele nu este afectat�a de procesarea sincron�a ca ��n
cazul memoriilor Hop�eld� deoarece oricum cele dou�a straturi lucreaz�a asincron

De aceea� se prefer�a procesarea sincron�a� convergent�a �ind mai rapid�a dec�at ��n
cazul ��n care am folosi procesarea asincron�a


Dac�aW este p�atrat�a �si simetric�a� atunciW �Wt �si avem de fapt o memorie
autoasociativ�a cu un singur strat
 Stocarea are loc conform regulii hebbiene�

W �
pX

m	�

a
m�b
m�t

wij �
pX

m	�

a

m�
i b


m�
j �

Presupun�and c�a unul din pattern�urile stocate� a
m
��� este prezentat la intrare�

obt�inem�

b � #

� pX
m	�

�
b
m�a
m�t

�
a
m

��

�

� #

�
���nb
m�� �

pX
m	�
m�	m�

b
m�a
m�ta
m
��

�
��� �

Ultimul termen din relat�ia anterioar�a� pe care ��l not�am cu�

� �
pX

m	�
m�	m�

b
m�a
m�ta
m
��

reprezint�a zgomotul

S�a presupunem pentru moment c�a pattern�urile a
��� � � � � a
p� sunt ortogonale


Atunci� � � 
 �si se obt�ine b � b
m�� dintr�un singur pas

Dac�a pattern�ul de intrare este o versiune perturbat�a a lui a
m

��� stabilizarea
la b
m�� nu mai este iminent�a �si depinde de mai mult�i factori� DH dintre vectorul
cheie �si prototipuri� ortogonalitatea sau DH dintre vectorii b
��� � � � �b
p� etc


Considerat�ii asupra stabilit�at�ii

C�and memoria MAB ajunge la o stare de echilibru� astfel ��nc�at a
k� � b
k��� �
a
k��� � a
k�� spunem c�a ea este bidirect�ional stabil�a


Fie funct�ia de energie�

E�a�b� � ��

�
atWb� �

�
btWta � �atWb�
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Vom evalua modi�c�arile energiei pentru un pas�

$ai
i	������n

�

��	
�

� 
 pentru

Pm
j	�wijbj � 



 pentru
Pm

j	�wijbj � 

� 
 pentru

Pm
j	�wijbj � 


$bj
j	������n

�

��	
�

� 
 pentru

Pn
i	�wijaj � 



 pentru
Pn

i	�wijaj � 

� 
 pentru

Pn
i	�wijaj � 


��
��

Calcul�am�

raE�a�b� � �Wb

rbE�a�b� � �Wta�

Modi�c�arile de energie cauzate de c�atre modi�carea unei singure componente
sunt�

$Eai�a�b� � �


� mX
j	�

wijbj

�
A$ai� pentru i � �� � � � � n

$Ebj �a�b� � �
�

nX
i	�

wijai

�
$bj� pentru j � �� � � � � m�

Rezult�a c�a $E � 
� dac�a t�inem cont �si de �
�
 Deoarece E este inferior m�arginit�a�
adic�a�

E�a�b� � �
nX
i	�

mX
j	�

jwijj

rezult�a c�a memoria converge c�atre un punct stabil care este un minim local pentru
funct�ia de energie
 Deci� memoria este bidirect�ional stabil�a


S�a observ�am c�a nu este important dac�a procesarea��ntr�un strat se face sincron
sau asincron


Kosko ������ a ar�atat �euristic� c�a num�arul maxim de perechi� p� care pot �
stocate �si reg�asite cu succes� este min�n�m�
 O m�asur�a mai strict�a a capacit�at�ii
este�

p �
q
min�n�m��

Observat�ii

�
 Formula de stocare a perechilor de pattern�uri nu garanteaz�a c�a acestea
corespund unor minime locale


�
 Am v�azut c�a� dac�a pattern�urile stocate sunt ortogonale� atunci zgomotul
este zero �si toate pattern�urile stocate pot �� ��n mod garantat� recuperate
printr�un pas �dac�a nu sunt perturbate�
 Wang ����
� a propus cre�sterea
�ctiv�a a pattern�urilor de instruire pentru a obt�ine o ortogonalizare a lor
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Perechile
�
a
i�� a
j�

�
�si
�
b
i��b
j�

�
sunt f�ar�a zgomot� unde i� j � �� � � � � p�

dac�a�

HD
�
a
i�� a
j�

�
�

n

�

HD
�
b
i��b
j�

�
�

m

�
�

acestea �ind condit�iile de ortogonalitate ��ntre a
i� �si a
j�� respectiv b
i� �si
b
j�
 Dac�a avem aceast�a situat�ie� atunci recuperarea datelor este imediat�a
�si f�ar�a erori �dac�a nu sunt perturbate�
 Prin cre�sterea vectorilor a
i� �si b
i��
i � �� � � � � p� cu componente adit�ionale obt�inem aceast�a ortogonalitate la
nivel de perechi


Prin aceast�a tehnic�a se ��mbun�at�at�e�ste �si capacitatea MAB de a corecta
erori


Utilizarea MAB pentru pattern�uri temporale

Fie secvent�a S �
n
s
��� s
��� � � � � s
p�

o
de vectori n�dimensionali bipolari binari

reprezent�and tranzit�iile st�arilor �pattern�uri temporale�
 Ret�eaua MAB este ca�
pabil�a s�a memoreze secvent�a S� astfel ��nc�at�

s
i��� � #
h
Ws
i�

i
unde i este modulo p � �


Pornind de la starea init�ial�a x�
���n vecin�atatea lui s
i�� secvent�a S este apelat�a
ca un ciclu de tranzit�ii ale st�arilor
 Acest model este numit memorie asociativ�a
temporal�a


Pentru stocarea secvent�ei� astfel ��nc�at s
�� s�a �e asociat cu s
��� s
�� cu s
��� 


�
s
p� cu s
��� proced�am astfel�

W �
p��X
i	�

s
i���s
i�t � s
��s
p�t

sau� dac�a indicele este modulo p� ��

W �
pX

i	�

s
i���s
i�t�

Av�and straturile A �si B� avem�

a � #!Wb"

b � #!Wa"�

Dac�a secvent�a s
��� � � � � s
p� este aplicat�a la intrarea ��n stratul A� avem�

a � #

ns�k�����z �� �
!�s
��s
��t � � � �� s
k���s
k�t � � � �� s
��s
p�t�� �z �

W

s
k�" �
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Termenul

� �
pX

i	�
i�	k

s
i���
�
s
i�ts
k�

�

este zgomotul� unde indicele de ��nsumare este modulo p� �
 Dac�a vectorii din S
sunt ortogonali� atunci � � 
 �si a � s
k���� dintr�un singur pas


A�sadar� dac�a la intrare avem s
k�� obt�inem ��n mod circular�

s
k��� � s
k��� � � � �� s
p� � � � �

Dac�a vectorii din S nu sunt ortogonali� presupun�and ��ns�a c�a ei sunt stocat�i la
o DH �� n� ��n general ne putem a�stepta s�a obt�inem totu�si secvent�a corect�a S
dac�a aplic�am s
k�


Aceast�a memorie poate stoca cel mult k secvent�e de lungimi p�� p�� � � � pk�
unde�

p �
kX
i	�

pi� p � n�

��� Exercit�ii

�
 Asociatorul liniar trebuie s�a asocieze urm�atoarele perechi de vectori�

s
�� �
h

�
�

�
�

�
�

�
�

it � f 
�� � ! 
 � 
 "t

s
�� �
h

�
�
��

�
�
�

�
�

it � f 
�� � ! � 
 � "t

s
�� �
h

�
�

�
�

�
�
��

�

it � f 
�� � ! 
 
 
 "t

�a� Veri�cat�i dac�a vectorii s
��� s
��� s
�� sunt ortonormali


�b� Calculat�i matricea ponderilor


�c� Veri�cat�i asocierea produs�a de ret�ea pentru unul din vectorii s
i�


�d� Perturbat�i s
i� d�andu�i unei componente valoarea 
 �si calculat�i vectorul
rezultat perturbat


�
 Asociatorul liniar din �gura �
� a fost instruit s�a asocieze vectorilor de
intrare�

s
�� �
h

�p
�

�p
�

�p
�

it
s
�� �

h
�p
�


 � �p
�

it
s
�� �

h
�p
�
� �p

�
�p
�

it
vectorii f 
��� f 
��� f 
��
 G�asit�i matricea W �si vectorii f 
��� f 
��� f 
�� care sunt
codi�cat�i ��n ret�ea
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Figura ��	� Asociatorul liniar propus pentru exercit�iul ��

�
 Autoasociatorul liniar trebuie s�a asocieze versiuni perturbate ale vectorilor
s�� s�� s� cu prototipurile lor neperturbate din problema �
 Calculat�i ma�
tricea W


�
 Urm�atorii vectori trebuie stocat�i ��ntr�o memorie autoasociativ�a recurent�a�

s
�� � ! � � � � � "t

s
�� � ! � �� �� � �� "t

s
�� � ! �� � � � � "t

�a� Calculat�i matricea W


�b� Aplicat�i la intrare vectorul v� � ! � �� �� � � "t �si folosit�i actu�
alizarea asincron�a ascendent�a


�c� Aplicat�i v� prin actualizare asincron�a descendent�a


�d� Comentat�i dac�a memoria Hop�eld ofer�a o solut�ie optim�a din punct de
vedere al DH
 �Atent�ie� memoria este supra��nc�arcat�a
 Luat�i sgn�
� � �
��n aceast�a problem�a�


�
 O memorie asociativ�a temporal�a trebuie s�a stocheze urm�atoarea secvent��a�

s
�� � ! � �� �� � �� "t

s
�� � ! �� � � �� �� "t

s
�� � ! �� � � � �� "t

Calculat�i W �si veri�cat�i reg�asirea pattern�urilor
 �Incercat�i s�a introducet�i
la intrare pattern�uri perturbate


�
 �C� Proiectat�i o memorie heteroasociativ�a bidirect�ioanl�a care asociaz�a ca�
racterele �A� C�� �I� I� �si �O� T�
 Reprezentat�i caracterele A� I� O ca matrici




�
� EXERCIT� II ���

binare de � � � pixeli� iar caracterele C� I� T ca matrici binare de � � �
pixeli
 Veri�cat�i memoria folosind la intrare pattern�uri neperturbate �si
pattern�uri perturbate
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Capitolul �

Ret�ele neurale cu auto�organizare

�In acest capitol ne vom concentra pe ret�ele neurale care trebuie s�a descopere
singure relat�iile interesante din cadrul pattern�urilor de intrare� deci nu vom
folosi instruirea supervizat�a
 Obiectivul nostru este s�a explor�am algoritmii de
instruire nesupervizat�a ai ret�elelor neurale� ret�ele care au astfel capacitatea de
auto�organizare� adic�a de adaptare


��� Ret�elele Hamming �si MAXNET

Vom considera un clasi�cator cu dou�a straturi pentru vectori binari bipolari ��g

�
��


[x ... t]1 xn yk+1
1 yk+1

p[ ... t]

∆

MAXNETRetea
Hamming

Figura 	��� Clasi
cator cu dou�a straturi pentru vectori binari�

Prima parte este o ret�ea Hamming� detaliat�a ��n �gura �
�

Fie s
m�� m � �� � � � � p� vectorul prototip pentru clasa m
 Presupunem c�a

avem pentru �ecare clas�a un vector prototip �si� corespunz�ator� un neuron

Fie x vectorul de intrare
 Folosim produsul scalar al vectorilor ca o m�asur�a

de matching �potrivire� ��ntre ace�sti vectori
 Ideea este s�a lu�am�

wm �
h
wm� � � � wmn

it
pentru m � �� � � � � p

�si s�a avem xtwm maxim c�and x � s
m�
 Deoarece vectorii sunt binari bipolari�
produsul xts
m� reprezint�a num�arul de pozit�ii ��n care x �si s
m� difer�a
 Num�arul

���
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Figura 	��� a� Ret�eaua Hamming� b� Funct�ia de activare a neuronilor ret�elei Hamming� Zonele
��n care f�net� � � �si f�net� � � sunt inactive pentru c�a � � net � n�

de pozit�ii ��n care ace�sti doi vectori difer�a este ��ns�a chiar distant�a Hamming�
DH

�
x� s
m�

�
� prin de�nit�ie
 Atunci�

xts
m� �
�
n� DH

�
x� s
m�

��
� �z �

nr
 de pozit�ii
��n care sunt egali

�DH
�
x� s
m�

�
�

Obt�inem�
�

�
xts
m� �

n

�
�DH

�
x� s
m�

�
�

Lu�am�

WH �
�

�

�
������
s

��
� � � � s
��n

s

��
� � � � s
��n


 
 


s

p�
� � � � s
p�n

�
������

unde factorul �
�
folose�se la scalare
 La intrarea ��n nodul m� m � �� � � � � p avem�

netm �
�

�
xts
m� �

n

�

� n� DH
�
x� s
m�

�
�

Se observ�a c�a am ad�augat termenul n
�

 Lu�am f �netm� �

�
n
netm� m � �� � � � � p


Deoarece 
 � netm � n� avem 
 � f�netm� � �� m � �� � � � � p

Avem�

�
 Dac�a x � s
m�� atunci DH �
�
x� s
m�

�
� 
 �si netm � n� deci f �netm� � �
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�
 Dac�a x este complementul lui s
m�� atunci DH
�
x� s
m�

�
� n� netm � 
 �si

f �netm� � 



�In general� num�arul neuronului cu cea mai mare ie�sire indic�a num�arul clasei c�areia
��i este atribuit x� din punct de vedere al DH
 Ret�eaua Hamming este� evident� de
tip feedforward


Ret�eaua MAXNET ��g
 �
�� este recurent�a �si are rolul de a transforma ie�sirile
din ret�eaua Hamming� astfel ��nc�at toate aceste ie�siri s�a devin�a 
� cu except�ia celei
maxime


∆

∆
∆

y1

y2

yp

y1

y2
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k+1

k+1

k+1

k

k

k

−ε
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−ε
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1

1
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Figura 	��� Ret�eaua MAXNET�

Matricea ponderilor ret�elei MAXNET este matricea p� p�

WM �

�
�����

� �� �� � � � ��
�� � �� � � � ��






 
 






�� � � � �

�
�����

unde 
 � � � �
p� � �ind coe�cientul de interact�ie lateral�a

Lu�and ��g
 �
���

f�net� �

�

� net � 

net� net � 


y
k��� � #
h
WMy

k
i

�si presupun�and 
 � y�i � �� i � �� � � � � p� valorile de init� ializare� obt�inem
urm�atorul proces�
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netf(     )

0

1

net
1

Figura 	��� Funct�ia de activare a neuronilor ret�elei MAXNET� Zona ��n care avem net � � este
inactiv�a�

La �ecare recurent��a� �ecare component�a a vectorului y
k��� scade
p�an�a devine 

 Componentele lui y
k��� devin 
 ��n ordinea invers�a a
m�arimii lor
 Procesul se stabilizeaz�a c�and o singur�a component�a �cea
maxim�a� r�am�ane nenul�a
 Aceast�a component�a scade cel mai lent
 Pe
m�asur�a ce sunt anulate componente� descre�sterea este mai lent�a


S�a compar�am aceast�a ret�ea cu asociatorul Hop�eld
 Presupunem c�a trebuie
s�a clasi�c�am ��n � clase posibile un vector cu �
 de componente


�
 Ret�eaua Hamming necesit�a ��� de conexiuni pentru cei � neuroni


�
 Ret�eaua Hop�eld necesit�a ���
 de conexiuni pentru cei �
 de neuroni
 �In
plus� capacitatea de stocare este limitat�a


Ret�eaua Hamming pare mai e�cient�a
 Totu�si� ea nu reg�ase�ste pattern�ul prototip�
ci doar indicele clasei din care face parte pattern�ul de intrare
 Deci� ret�eaua Ham�
ming nu poate restaura un pattern perturbat� ci g�ase�ste doar distant�a minim�a a
acestui pattern fat��a de prototipuri


Ret�eaua Hamming este un clasi�cator propriu�zis� nu o memorie autoasocia�
tiv�a


��� Instruirea nesupervizat�a a clusterelor

Clustering��nseamn�a gruparea pattern�urilor similare �si separarea celor nesimilare

Exist�a tehnici clasice de clustering� k�means� ISODATA etc� dar noi ne vom
concentra pe metodele conexioniste




���� INSTRUIREA NESUPERVIZAT�A A CLUSTERELOR ���

Instruirea c�a�stig�atorul ia tot

Presupunem c�a avem secvent�a de instruire fx�� � � � �xNg care reprezint�a p clustere

Pentru ret�eaua Kohonen ��g
 �
��� despre care vom discuta ��n continuare� avem�

y � #!Wx"

W �

�
�����
wt

�

wt
�




wt

p

�
����� � unde wi �

�
���
wi�





win

�
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Figura 	��� Ret�eaua Kohonen�

Algoritmul de instruire este de tip c�a�stig�atorul ia tot
 Vectorii wi� i � �� � � � � p
sunt variabili �si trebuie ��nv�at�at�i
 �Inainte de instruire� se normalizeaz�a vectorii
ponderilor�

�wi �
wi

kwik � i � �� � � � � p�

Se calculeaz�a indicele m pentru care�

kx� �wmk � min
i	������p

fkx� �wikg

unde x este vectorul de intrare
 Deoarece�

kx� �wmk �
�
xtx� � �wt

mx� �
����

�

avem�
�wt
mx � max

i	������p
� �wt

ix��

Neuronul alm�lea� cu cea mai mare valoare pentru intrare este declarat c�a�stig�ator

�In general� avem�

cos
 �
xtxi

kxkkxik �
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�In loc de kx � xik� putem folosi cos
 ca �si criteriu de similaritate ��ntre x �si xi�
astfel ��nc�at x este 	mai aproape	 de xi dac�a 
 este mai mic
 Este necesar ��ns�a
s�a normaliz�am vectorii x �si xi� pentru c�a altfel criteriul nu mai funct�ioneaz�a� se
poate ca kx� xik s�a �e mare� dar 
 s�a �e mic


Reducem acum kx�wmk ��n direct�ia gradientului negativ al distant�ei�

rwm
kx�wmk� � ���x�wm�

$ �wm
� � � �x� �wm�

unde � este de obicei ��ntre 
�� �si 
��
 Celelalte ponderi nu se schimb�a
 Avem
atunci� �

�wk��
m � �wk

m � �k
�
x� �wk

m

�
�wk��
i � �wk

i � i �� m
�

Procesul continu�a pentru un nou pattern x
 Parametrul � se reduce monoton
�si instruirea ��ncetine�ste pe parcurs
 Vectorul modi�cat �wk��

m este normalizat �si
intr�a ��n pasul urm�ator
 �In �nal� �ecare �wi va reprezenta centrul de greutate al
unei regiuni de decizie� deci a unui cluster


Funct�iile de activare ale neuronilor nu au relevant��a� dar ��n general sunt de tip
continuu


Obt�inem ��n �nal un clasi�cator ��n care pattern�ul de intrare x este asociat
grup�arii m� unde ym � max�y�� � � � �yp�


Dup�a instruire� ret�eaua Kohonen poate � folosit�a ca �si clasi�cator
 Pentru
aceasta� trebuie s�a o calibr�am supervizat� se aleg p reprezentant�i ai celor p clustere
�si se aplic�a� etichet�and corespunz�ator cele p noduri cu ie�sirile respective
 Astfel�
etichet�am de fapt clusterele


Ponderile init�iale sunt luate� ��n general� ��n mod aleator� astfel ��nc�at s�a acopere
uniform spat�iul pattern�urilor


Ret�eaua Kohonen are limit�ari legate de arhitectura monostrat� nu poate ma�
nipula e�cient pattern�uri liniar neseparabile
 Chiar �si pentru pattern�uri liniar
separabile� ponderile pot s�a se blocheze ��n regiuni izolate� f�ar�a s�a formeze clus�
terele adecvate
 �In astfel de situat�ii� se reinit�ializeaz�a ponderile cu valori noi� sau
se adaug�a zgomot la vectorii pondere ��n timpul instruirii


Dac�a num�arul grup�arilor este a priori necunoscut� se ia un p su�cient de
mare
 Pe parcursul instruirii� unii neuroni se vor comporta haotic� ponderile
c�atre ei nestabiliz�andu�se
 Ace�sti neuroni nu reprezint�a clustere� deci pot � omi�si
��n faza de utilizare a ret�elei


��� H�art�i Kohonen

Centrii anumitor activit�at�i �vorbire� vedere� auz� funct�ii motoare� sunt localizat�i
��n anumite arii speci�ce ale cortexului
 Mai mult� aceste arii prezint�a o ordonare
logic�a a funct�ionalit�at�ii lor
 Putem da ca exemplu� harta tonotopic�a a regiunilor
auditive� unde neuronii vecini r�aspund unor frecvent�e similare ale sunetului� de
la frecvent�e ��nalte la frecvent�e joase
 Un alt exemplu este harta somatotopic�a
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Astfel de regiuni� cum este harta tonotopic�a� se numesc h�art�i de tr�as�aturi ordonate
�ordered feature maps�
 Vom studia ��n aceast�a sect�iune mecanismul prin care
aceste h�art�i de tr�as�aturi ordonate se pot dezvolta natural


Cortexul este o suprafat��a de ��� mm grosime� av�and aproximativ �m� �si
const�and din � straturi de neuroni de tip �si densitate variabile
 El are forma
pe care o cunoa�stem pentru a maximiza densitatea ��n craniu


Vom studia un model al cortexului care este o suprafat��a bidimensional�a de
elemente de procesare
 Vectorii de intrare vor � proiectat�i� prin reducerea dimen�
sionalit�at�ii� pe aceast�a suprafat��a� ment�in�andu�se ��ns�a ordinea ��ntre ei
 Aceast�a
suprafat��a este o hart�a care conserv�a topologia datelor de intrare �topology pre�
serving map�
 O astfel de hart�a este o hart�a cu auto�organizare �si este instruit�a
nesupervizat
 Neuronii biologici de pe suprafat�a ment�ionat�a au conexiuni laterale
a c�aror t�arie depinde de distant�a dintre neuronii respectivi ��g
 �
��


γ

0

puterea    conexiunii

distanta laterala de la 
al  i-lea neuron

Figura 	��� �P�al�aria mexican�a� descrie puterea conexiunii laterale a neuronilor biologici�

�In vecin�atatea cu raza de �
��

 �m� conexiunile sunt excitatoare
 Deci�
auto�feedback�ul �ec�arui neuron este pozitiv� exprimat de coe�cientul � � 
 ��g

�
��


Aria excitatoare este ��nconjurat�a de un inel de conexiuni mai slabe� inhibi�
toare� cu raza de �

��

�m


Autoorganizarea unei astfel de h�art�i poate � exempli�cat�a pe un model liniar
de �
 neuroni� reprezent�and o sect�iune arbitrar�a a unei h�art�i bidimensionale ��g

�
��


Calcul�am�

yi�t � �� � f



�xi�t� �� �

k�X
k	�k�

yi�k�t��k

�
A �

Semnalele y�t� sunt ��nt�arziate cu o unitate ��nainte de a deveni feedback�uri
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xi

γ

i+1xi+1

γ

i

i-1xi-1

γ

yi

Figura 	�	� Modelarea interact�iunilor dintre neuronii biologici�

Coe�cient�ii de feedback� �k� depind de distant�a dintre neuroni
 Lu�and�

xi�t� � 
� � sin�
�
�
i���

��

�
� i � �� � � � � �


f�net� �

��	
�



 net � 

net 
 � net � �
� net � �

b � 
� �
c � 
� �

se obt�in ie�sirile din �gura �
�

Un algoritm de proiect�ie a tr�as�aturilor converte�ste un pattern de dimensi�

une arbitrar�a ��n r�aspunsurile unui tablou unidimensional sau bidimensional de
neuroni


Rezultatele urm�atoare apart�in lui Kohonen ����
�

Presupunem c�a vectorii de intrare� cu un num�ar arbitrar� dar �xat� de compo�

nente� sunt proiectat�i pe un tablou de neuroni av�and o topologie hexagonal�a ��g

�
�
�
 �In aceast�a �gur�a� m este neuronul c�a�stig�ator� iar Nm�t�� este vecin�atatea
lui m la momentul t�


Dup�a instruire� �ecare intrare x produce un r�aspuns ��n ret�ea� pozit�ia local�a a
r�aspunsului �ind semni�cativ�a� ea re%ect�a caracteristica tr�as�aturii dominante a
lui x
 Aceast�a proiect�ie a tr�as�aturilor este o proiect�ie neliniar�a a spat�iului pattern�
urilor pe tabloul neuronilor
 Proiect�ia face ca relat�iile de vecin�atate topologic�a
s�a expliciteze relat�iile de ordine dintre datele de intrare� aceste relat�ii din urm�a
�ind� ��ns�a� ��ntr�un spat�iu de dimensiune mult mai mare


S�a vedem cum are loc instruirea

Intrarea x este aplicat�a simultan tuturor neuronilor
 Fie

kx�wmk � min
i
fkx�wikg
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b)
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Figura 	��� a� Sect�iune arbitrar�a a unei h�art�i bidimensionale� b� Feedback�ul lateral�

unde wi este vectorul ponderilor c�atre neuronul i

Dac�a neuronul m este c�a�stig�ator� deci r�aspunde maxim pentru x� aceasta

antreneaz�a� ca ��n exemplul precedent� neuronii vecini
 Nu avem un neuron
c�a�stig�ator� ci o vecin�atate Nm c�a�stig�atoare
 Se ajusteaz�a doar ponderile c�atre
neuronii din Nm


Raza lui Nm trebuie s�a scad�a pe m�asur�a ce instruirea progreseaz�a�

Nm�t�� � Nm�t�� � Nm�t�� � � � pentru t� � t� � t� � � �

Se ��ncepe cu o raz�a foarte mare �si se termin�a cu vecin�atatea care include doar
neuronul c�a�stig�ator
 Mecanismul interact�iilor laterale� tip 	p�al�arie mexican�a	�
este ��ncadrat ��n de�nit�ia acestor vecin�at�at�i locale �si a modului de adaptare a
ponderilor


Adaptarea ponderilor pentru h�art�ile cu auto�organizare se face astfel�

$wi � ��Ni� t� � !x�t��wi�t�" pentru i � Nm�t�

unde 
 � ��Ni� t� � � este constanta de ��nv�at�are
 De exemplu� Kohonen a folosit�

��Ni� t� � ��t� � e
�kri�rmk

���t�

unde rm este vectorul pozit�iei neuronului m� ri este vectorul pozit�iei neuronului
i� iar ��t� �si ��t� sunt funct�ii descresc�atoare ��n timp


Ca rezultat al instruirii ponderilor� se obt�ine o hart�a de neuroni ��n care pon�
derile codi�c�a funct�iile de densitate p�x� ale probabilit�at�ilor pattern�urilor de
instruire
 R�aspunsul neuronilor unei arii se��nt�are�ste dac�a apar mai multe pattern�
uri similare corespunz�atoare acelei arii


Fie de exemplu �� de vectori ��dimensionali diferit�i� etichetat�i cu A� 


� �
�tab
 �
��
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Figura 	�
� Evolut�ia ie�sirilor celor �� neuroni�

m

N   (t  )

N   (t  )

m

m 2

1

Figura 	���� Tablou de neuroni av�and o topologie hexagonal�a�

Proiect�ia se face pe un tablou de �
 de neuroni� conectat�i �ecare prin � pon�
deri cu componentele x�� � � � � x�
 Tabloul se instruie�ste folosind cei �� de vectori
selectat�i ��n ordine aleatoare
 Dup�a �



 de pa�si de instruire� ponderile se sta�
bilizeaz�a �si ret�eaua obt�inut�a este calibrat�a
 Calibrarea se face prin etichetare
supervizat�a
 De exemplu� av�and vectorul B la intrare� observ�am unde apare
r�aspunsul maxim ��n tabloul de neuroni �si etichet�am acel neuron cu B
 Obt�inem
harta din �g
 �
��


�� de neuroni vor � etichetat�i �si �� nu
 Inspect�am similarit�at�ile dintre vec�
torii de instruire
 Reprezent�am vectorii ca v�arfuri ��ntr�un graf
 Fiec�arei muchii
��i ata�s�am distant�a dintre cele dou�a pattern�uri corespunz�atoare v�arfurilor
 De
exemplu� distant�a dintre A �si C este egal�a cu�

kA� Ck � ��

Construim ��n continuare arborele part�ial de lungime minim�a ��g
 �
���
 Se
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A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V WX Y Z � � � � � �
x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
x� � � � � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � � � � � �
x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Tabelul 	��� Vectori ��dimensionali�
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*

B
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*
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F
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*

*
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*
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*
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*

T

*

*

*

*

P

*

*

*

*

*

*

*

*

*

Q

U

*

W

R

*

V

*
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*

*

X

2

4

*

*

*

*

Y

*

5

1

Z

*
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Figura 	���� Harta obt�inut�a ��n urma instruirii�

poate observa c�a harta tr�as�aturilor produs�a prin auto�organizare are aceea�si struc�
tur�a ca �si acest arbore
 �Inseamn�a c�a am reu�sit s�a p�astr�am topologia dintr�un
spat�iu ��dimensional ��ntr�un plan
 Distant�a dintre vectorii xi �si xj din spat�iul
pattern�urilor�

kxi � xjk �
vuut �X

k	�

�xik � xjk��

se ment�ine �si ��n spat�iul tr�as�aturilor� unde devine o simpl�a distant��a ��n plan

Algoritmul de instruire t�ine cont at�at de relat�iile topologice dintre datele de

intrare c�at �si de istoricul datelor de intrare� adic�a de frecvent�a de aparit�ie a
pattern�urilor similare sau identice


Acest algoritm are numeroase aplicat�ii ��n controlul robot�ilor� recunoa�sterea
vorbirii etc


Un exemplu celebru este ma�sina de scris fonetic�a �Kohonen� ������ folosit�a
��n recunoa�sterea vorbirii


La intrare avem un vector ���dimensional
 Semnalul vocal este convertit prin
FFT ��n semnal ��n frecvent��a acoperind pe �� canale frecvent�ele dintre �

Hz
�si �kHz
 Fiecare fonem tinde s�a ocupe un segment al spectrului ���dimensional
Fourier
 Cu toate c�a spectrele unor foneme diferite se suprapun part�ial� un tablou
de neuroni este capabil� dup�a instruire� s�a extrag�a tr�as�aturile fonemelor �si s�a le
proiecteze pe o hart�a plan�a
 Ret�eaua neural�a a fost instruit�a cu semnale spectrale
generate la �ecare ���� ms de vorbirea continu�a
 E�santioanele spectrului FFT au
fost folosite ��n ordinea lor naturala

Dup�a instruire� anumit�i neuroni devin sensibili la spectrul diferitelor foneme
��g
 �
���


Harta a fost calibrat�a folosind foneme standard
 Majoritatea celulelor au
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Figura 	���� Arborele part�ial de lungime minim�a construit pe baza distant�elor dintre vectori�
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Figura 	���� Harta fonemelor dup�a instruire ���n limba 
nlandez�a��

��nv�at�at un singur fonem
 Exist�a c�ateva celule care indic�a r�aspunsul a dou�a foneme
diferite� necesit�and o discriminare suplimentar�a
 Pe aceast�a hart�a� un cuv�ant
genereaz�a o traiectorie


��	 Exercit�ii

�
 �C� Proiectat�i ret�eaua Hammimg �si ret�eaua MAXNET asociat�a care reali�
zeaz�a clasi�carea optim�a a vectorilor binari bipolari care reprezint�a carac�
terele A� I �si O din problema �� capitolul � ��n termenii distant�ei Hamming
minime


�
 �C� Implementat�i algoritmul de instruire c�a�stig�atorul ia tot pentru gru�
parea caracterelor C� I �si T afectate de zgomot� ��n mod similar reprezent�arii
folosite ��n problema anterioar�a
 Presupunet�i c�a aceste caractere afectate de



���� EXERCIT� II ���

zgomot au DH�� fat��a de prototipurile neafectate de zgomot
 Calculat�i
vectorii �nali de ponderi wC � wI �si wT 
 �In timpul operat�iei de testare�
calculat�i r�aspunsurile f�netC�� f�netI� �si f�netT � �ec�arui neuron cu funct�ie
de activare unipolar continu�a
 Intr�arile sunt vectori bipolari binari obt�inut�i
din literele reprezentate matriceal
 Folosit�i � � �


�
 �C� Fie mult�imea de pattern�uri

x� �

�
����
�







�
���� x� �

�
����
�
�





�
���� x� �

�
����
�
�
�



�
���� x� �

�
����


�





�
���� x� �

�
����
�
�
�
�

�
���� �

Implementat�i harta Kohonen pentru a proiecta ace�sti vectori pe o ret�ea de
�� � neuroni
 Folosit�i vecin�at�at�i hexagonale
 Descre�stet�i pe � de la 
�� la

�

� pentru primii �


 de pa�si� apoi descre�stet�i�l de la 
�
� la 
 pentru
urm�atorii �


 de pa�si
 Descre�stet�i raza vecin�at�at�ii de la � la 
 pe parcursul
primilor �


 de pa�si
 Calibrat�i apoi harta �si desenat�i arborele part�ial de
lungime minim�a produs pe hart�a pentru intr�arile x�� x�� x�� x�� x�
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Capitolul 


Ret�ele neurale cu funct�ie de

activare radial�a

Aceste ret�ele neurale au un timp de instruire mult mai rapid dec�at ret�elele neurale
feedforward cu propagare ��n urm�a a erorii� evit�and �si problema minimului local

Dezavantajul este c�a� dup�a instruire� necesit�a un timp de calcul mai mare ��n
exploatare
 �In ���
 s�a demostrat c�a aceste ret�ele sunt aproximatori universali�
ca �si ret�elele feedforward cu funct�ie de activare continu�a
 Aceasta ��nseamn�a c�a
pot aproxima orice funct�ie continu�a� oric�at de bine


O astfel de ret�ea este o ret�ea feedforward ��n care funct�ia de activare este o
funct�ie de tip gaussian�a
 Deoarece gaussiana este simetric radial�a� vom numi
aceste ret�ele 	cu funct�ie de activare radial�a	
 Gaussiana nu este ��ns�a dec�at o
funct�ie particular�a de acest tip


Spre deosebire de ret�elele feedforward� ponderile conexiunilor c�atre straturile
ascunse nu sunt init�ializate aleator
 Ele sunt init�ializate cu valorile care produc
r�aspunsul dorit


��� Funct�ii radiale

Fie cazul unei singure intr�ari ��ntr�un neuron ascuns ��g
 �
��


h(x)x u σ

−σ u +σ

h(x)

1

x

Figura ���� Neuron cu funct�ie de activare radial�a�

���
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Pentru neuronii de acest tip� avem�

h�x� � e
��x�u��

���

h�u� � ��

unde � este un parametru� iar u este o pondere
 h�x� scade foarte rapid dac�a x
este diferit de u


De aceast�a dat�a nu mai exist�a analogia cu potent�ialul membranei� cum este
cazul funct�iei de activare de forma f�xtw�
 De aceea� ret�elele de acest tip se
numesc 	radial basis function neural networks	
 Ponderile nu se mai ��nmult�esc
cu intr�arile
 Le vom numi totu�si astfel� f�ar�a a crea confuzie


Ie�sirea h�x� are un r�aspuns semni�cativ doar pentru un interval de valori
ale lui x� acest interval �ind domeniul receptiv al neuronului
 M�arimea acestui
domeniu este determinat�a de �
 Prin analogie cu distribut�ia normal�a� u poate �
valoarea medie� iar �� dispersia funct�iei de activare a neuronului


Forma general�a a unei ret�ele neurale bazat�a pe acest tip de neuron este cea
din �gura �
�
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Figura ���� Ret�ea neural�a cu funct�ie de activare radial�a�

Avem�

hi � e
� �x�ui�

t�x�ui�

���
i

unde�
x � ! x� � � � xp "t�

�i este parametrul pentru al i�lea neuron ascuns �si

ui � ! ui� � � � uim "t

este vectorul ponderilor dintre intr�ari �si al i�lea neuron ascuns

Fiec�arui pattern ��nv�at�at ��i corespunde un neuron ascuns
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�In stratul de ie�sire se calculeaz�a�

yj �
mX
i	�

hiwji�

iar pe ultimul strat� cel al normaliz�arilor� se calculeaz�a ie�sirile �nale�

s �
nX

j	�

yj

outi �
yi
s
�

Aceste din urm�a normaliz�ari sunt opt�ionale

Domeniul receptiv al celui de�al i�lea neuron ascuns este determinat de centrul

s�au� ui� �si de m�arimea sa� dat�a de �i
 La neuronii studiat�i p�an�a acum� acest
domeniu era determinat de conexiunile neurale� nu de forma funct�iei de activare

Se pot folosi �si alte funct�ii de activare
 Esent�ial este ca ele s�a tind�a rapid c�atre
zero atunci c�and distant�a dintre vectorii x �si u cre�ste� iar r�aspunsul maxim s�a ��l
aib�a c�and x � u


Ret�eaua trebuie instruit�a prin �xarea parametrilor �i �si a ponderilor de tip u
�si w
 Instruirea se face ��n dou�a faze
 La ��nceput se atribuie valori pentru ui �si
�i� i � �� � � � � m
 Apoi� se instruie�ste matricea W prin ��nv�at�are supervizat�a


Fixarea centrilor domeniilor receptive

Trebuie s�a �x�am centrii domeniilor receptive
 Fixarea ponderilor ui se poate face
��n mai multe feluri
 Putem atribui �ec�arui vector din secvent�a de instruire c�ate
un neuron ascuns� cu centrul corespunz�ator
 Deoarece vectorii sunt� ��n general�
dispu�si ��n grup�ari �clustere�� aceast�a metod�a duce la un num�ar prea mare de
neuroni ascun�si
 Mai bine este s�a g�asim centrul �ec�arui cluster de vectori din
secvent�a de instruire �si s�a atribuim �ec�arui astfel de centru c�ate un neuron ascuns


Fixarea diametrelor domeniilor receptive

Diametrul domeniului receptiv� determinat de valoarea lui �� poate avea un efect
foarte profund asupra ret�elei
 Obiectivul este s�a acoperim spat�iul pattern�urilor
de intrare� c�at mai uniform� cu domenii receptive
 Dac�a distant�a dintre cen�
trii domeniilor receptive nu este uniform�a� este necesar ca �ecare neuron as�
cuns s�a aib�a o valoare speci�c�a pentru �
 Dac�a centrii domeniilor receptive
sunt la distant��a mare� atunci � trebuie s�a �e su�cient de mare pentru a acoperi
golurile� dac�a centrii sunt apropiat�i� atunci neuronii respectivi trebuie s�a aib�a �
mic
 Aceasta este ca o egalizare de histogram�a� procedeu cunoscut ��n procesarea
imaginilor


De exemplu� putem �xa � astfel�

�
 Pentru �ecare neuron ascuns� g�ase�ste distant�a medie dintre centrul s�au� ui
�si centrii celor N vecini ai s�ai cei mai apropiat�i


�
 Atribuie aceast�a valoare lui �i
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Instruirea matricii W


	 Se aplic�a vectorul x la intrare� unde x este din secvent�a de instruire	

�	 Se calculeaz�a ie�sirile h din stratul ascuns	


	 Se calculeaz�a ie�sirile y �si se compar�a cu vectorul t al ie�sirilor dorite	 Se
ajusteaz�a W astfel�

wij�k � �� � wij�k� � ��ti � yi�xj�

unde � este coe�cientul de ��nv�at�are	 De obicei � �� �� iar aceasta este
de fapt regule Windrow�Ho�	 Se pot folosi �si alte reguli� de exemplu regula
perceptronului	

�	 Repet�a 
�
 pentru �ecare pattern de instruire	

�	 Repet�a 
�� p�an�a c�and eroarea este su�cient de mic�a	

Deoarece domeniile receptive sunt limitate� ajust�arile apar destul de rar� ceea
ce conduce la o vitez�a mare


Algoritmul de instruire a lui W se refer�a la un singur strat� iar pattern�urile
corespunz�atoare neuronilor din stratul ascuns sunt liniar separabile� deoarece
�ecare clas�a este format�a dintr�un pattern
 Rezult�a c�a algoritmul de instruire a
lui W converge c�atre minimul global� conform teoremei perceptronului
 Practic�
convergent�a este de aproximativ �


 de ori mai rapid�a dec�at ��n cazul instruirii
prin propagarea ��n urm�a a erorii


��� O tehnic�a de grupare �clustering�

Am v�azut c�a este avantajos s�a obt�inem c�ate un reprezentant pentru �ecare clus�
ter �si s�a instruim apoi ret�eaua doar cu ace�sti reprezentant�i
 Putem pondera
reprezentant�ii cu num�arul de pattern�uri pe care ��i reprezint�a�

yj �

Pn
i	�mihiwjiPn
i	�mihi

unde mi este num�arul de pattern�uri din clusterul i

Iat�a o tehnic�a de clustering �Specht� ����� simpl�a �si e�cient�a
 Se de�ne�ste

o raz�a r
 Primul pattern de instruire devine centrul primului cluster
 Fiecare
pattern din secvent�a de instruire este considerat pe r�and
 Dac�a distant�a dintre
pattern�ul considerat �si cel mai apropiat cluster este mai mic�a sau egal�a dec�at r�
atunci pattern�ul este atribuit acelui cluster� dac�a distant�a este mai mare dec�at
r� pattern�ul devine primul membru al unui nou cluster


Procedeul de clustering este folositor atunci c�and exist�a un exces de instruire
cu date care formeaz�a clustere dense
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��� Discut�ie

Ret�elele cu funct�ie de activare radial�a sunt foarte rapide la instruire� dar lente la
utilizare
 Procedeul de clustering poate � util
 Foarte important�a este alegerea
corect�a a lui �
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Capitolul �

Ret�ele neurale fuzzy

��� Logica fuzzy

����� De ce logic�a fuzzy�

�In ����� Hitachi a instalat ��n Japonia un metrou controlat prin logic�a fuzzy

Trenurile accelereaz�a mai rapid �si uniform� economisind �
) energie comparativ
cu solut�ia convent�ional�a


�In Vest� interesul este ceva mai mic
 Explicat�ia este probabil �si tradit�ia logicii
aristotelice binare care spune c�a ceva exist�a sau nu exist�a
 Filoso�a �si religia
orientale se bazeaz�a pe principiul c�a ceva exist�a �si� ��n acela�si timp� nu exist�a� de
exemplu YIN �si YANG


Atunci c�and nu au putut converti binar o informat�ie conform principiului
true�false� occidentalii au apelat la statistic�a
 Astfel� probabilitatea ca o ma�sin�a
s�a �e lent�a sau rapid�a se exprim�a printr�un num�ar ��ntre 
 �si �
 Logica fuzzy
produce acela�si rezultat� etichet�and ma�sinile ��n funct�ie de vitez�a cu numere ��ntre

 �si �
 Aceasta a produs o mare confuzie� ne��nt�eleg�andu�se diferent�a dintre cele
dou�a demersuri
 Vom vedea ��ns�a c�a diferent�a este fundamental�a


Init�iatorul logicii fuzzy este� paradoxal� un occidental� Zadeh ��n ����


Controlere fuzzy

Sistemele fuzzy au fost folosite foarte des ��n controlere
 Aceste controlere sunt
u�sor de proiectat� uneori ��n c�ateva ore
 Performant�ele lor sunt mai bune dec�at ��n
cazul controlerelor clasice
 Proiectarea unui sistem fuzzy nu necesit�a cuno�stint�e
de logic�a fuzzy
 Vom demonstra aceasta proiect�and un controler fuzzy pentru un
lift


Primul pas ��n proiectarea unui sistem fuzzy este s�a decidem asupra unei
mult�imi de reguli fuzzy
 �In cazul nostru� ele sunt�

�
 Dac�a liftul se ridic�a lent �si pozit�ia sa este departe de pozit�ia dorit�a� atunci
m�are�ste viteza


���
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�
 Dac�a liftul se ridic�a cu o vitez�a medie �si este aproape de pozit�ia dorit�a�
atunci mic�soreaz�a viteza


Exprim�am acela�si lucru prin reguli IF�THEN�

�
 IF viteza este SP �small positive� AND pozit�ia este LN �large negative�
THEN tensiunea motorului este LP �large positive�


�
 IF viteza este MP �medium positive� AND pozit�ia este SN �small negative�
THEN tensiunea motorului este SP �small positive�


Sarcina controlerului fuzzy este s�a proceseze aceste dou�a reguli� eventual �si
altele� dup�a ce a determinat pozit�ia �si accelerat�ia


O regul�a are dou�a p�art�i� partea antecedent�a �si cea consecvent�a
 Partea an�
tecedent�a poate cont�ine mai multe clauze legate prin AND� OR �si NOT
 O clauz�a
este� de exemplu 	viteza este SP	
 Clauzele pot � descompuse ��n variabile �si ad�
jective
 De exemplu� variabile sunt 	viteza	 �si 	pozit�ia	� iar adjective sunt SP�
LN �si LP


Gradul ��n care o regul�a este relevant�a ��ntr�o situat�ie m�asurat�a este acela�si
cu gradul ��n care antecedentul regulii este adev�arat ��n sens fuzzy
 Valoarea de
adev�ar fuzzy a unui antecedent depinde de valoarea de adev�ar fuzzy a �ec�arei
clauze ale sale �si de operat�iile logice care leag�a aceste clauze


�In logica fuzzy� �ec�arui adjectiv �cum este �si SP� i se atribuie o funct�ie de
apartenent��a
 Valoarea funct�iei de apartenent��a este ��ntre 
 �si �
 Dat�a �ind val�
oarea unei variabile� funct�ia de apartenent��a este folosit�a pentru a calcula valoarea
de adev�ar a acelei variabile


Exemplu� Un b�arbat de ���
 m ��n mod cert nu este 	��nalt	� deci funct�ia de
apartenent��a la mult�imea b�arbat�ilor ��nalt�i a acestuia are valoarea 

 Pentru ����m
avem o valoare ��ntre 
 �si �


Folosind funct�iile de apartenent��a fuzzy� �ec�arei clauze dintr�un antecedent i se
poate atribui o valoare de adev�ar fuzzy
 Mai trebuie acum s�a atribuim o valoare
de adev�ar ��ntregului antecedent


Exemplu� Funct�ia de apartenent��a a vitezei la SP are valoarea 
�� �si funct�ia de
apartenent��a a pozit�iei la LN are valoarea 
��� deci valoarea de adev�ar a ��ntregului
antecedent este 
�� pentru c�a se consider�a valoarea minim�a


Pasul �nal const�a ��n combinarea valorilor de ie�sire pentru cele dou�a reguli

Acest proces se nume�ste defuzzi�care
 La acest proces� nu exist�a un consens
asupra modului de operare


Tipul de defuzzi�care ilustrat ��n �gura �
� se nume�ste defuzzi�care min�max

�Intr�un sistem fuzzy� toate regulile act�ioneaz�a simultan asupra ie�sirii
 La

ie�sire avem tensiunea corespunz�atoare centrului de greutate al sumei regiunilor
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Figura 
��� Defuzzi
care min�max�

ha�surate
 Trebue s�a facem observat�ia c�a forma funct�iei de apartenent��a este dat�a
de proiectant
 De obicei se alege o funct�ie triunghiular�a sau trapezoidal�a


Logica fuzzy generalizeaz�a logica binar�a� permit��and valori reale ��ntre 
 �si �


����� Logica fuzzy� logica convent�ional�a
�si teoria mult�imilor

Ca �si teoria mult�imilor� logica fuzzy se ocup�a de conceptul apartenent�ei la o
mult�ime
 �In teoria clasic�a a mult�imilor� un element poate sau nu poate s�a apart�in�a
unei mult�imi� ceea ce este nenatural


Exemplu� Un b�arbat de ���
 m poate avea un grad de apartenent��a de 
��
la mult�imea b�arbat�ilor ��nalt�i
 Aceasta ��nseamn�a �si c�a acest b�arbat are un grad
de apartenent��a de 
�� la mult�imea b�arbat�ilor care 	nu sunt ��nalt�i	
 Acest b�arbat
apart�ine deci simultan celor dou�a mult�imi complementare� ceea ce ar � imposibil
��n teoria convent�ional�a


Logica convent�ional�a de�ne�ste o funct�ie de apartenent��a la o mult�ime A astfel�
fA�x� � f
� �g� unde 
 ��nseamn�a x �� A� iar � ��nseamn�a x � A
 �In logica fuzzy�
funct�ia de apartenent��a devine� fA�x� � !
� �"


Ideea de a vedea o mult�ime ca o funct�ie capabil�a s�a de�neasc�a grade de
apartenent��a st�a la baza teoriei mult�imilor fuzzy
 Evident� este nevoie de o nou�a
matematic�a� cea introdus�a de Zadeh
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Logica convent�ional�a �si logica fuzzy

Logica convent�ional�a folose�ste AND� OR �si NOT
 Orice relat�ie poate � descris�a
prin combinarea acestor operatori
 Funct�iile logice fuzzy opereaz�a asupra unor
valori de adev�ar ��n !
� �"
 Pentru valorile 
 �si �� o astfel de funct�ie trebuie s�a
dea acela�si rezultat ca �si ��n logica convent�ional�a
 Evident� exist�a o in�nitate de
funct�ii care s�a satisfac�a aceste cerint�e
 Trebuie alese cele mai avantajoase


Funct�ia AND poate � implementat�a astfel�

and�X� Y � � min�X� Y �

unde X� Y � !
� �"

Funct�ia OR� or�X� Y � � max�X� Y �

Funct�ia NOT� not�X� � ��X


Teoria clasic�a �si fuzzy a mult�imilor

FiemA�x� valoarea funct�iei de apartenent��a a punctului x la mult�imeaA �si mB�x�
valoarea funct�iei de apartenent��a a punctului x la mult�imea B
 De�nim�

mA�B�x� � min!mA�x�� mB�x�"�

Este o de�nit�ie compatibil�a cu de�nit�ia funct�iei AND
 Este relat�ia pe care am
folosit�o ��n exemplul cu controlerul
 Similar�

mA�B�x� � max!mA� mB"

mAc�x� � ��mA�x�

unde Ac este complementul lui A

Ca exercit�iu� calculat�i intersect�ia �si reuniunea mult�imilor A �si Ac


Mult�imi fuzzy �si paradoxuri logice

Bertrand Russell a dat urm�atorul paradox al b�arbierului� �Intr�un ora�s exist�a un
b�arbier care b�arbiere�ste pe oricine nu se b�arbiere�ste singur
 Problema este dac�a
b�arbierul se b�arbiere�ste singur
 Apare o contradict�ie logic�a� un paradox
 Dac�a
propozit�ia P �	se b�arbiere�ste singur	 are valoarea de adev�arat� truth�P �� atunci
truth�P � � truth�notP �� deoarece b�arbierul se b�arbiere�ste �si� ��n acela�si timp� nu
se b�arbiere�ste singur
 Folosind complementul fuzzy�

truth�notP � � �� truth�P ��

Atunci�
truth�P � � �� truth�P ��

deci
truth�P � � 
� ��
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�In logica fuzzy� propozit�iile pot avea valori de adev�arat oriunde ��ntre 
 �si ��
deci paradoxul lui Russell nu mai exist�a


Desigur� elimin�and toate restrict�iile asupra imaginat�iei� putem practic ex�
plica orice
 De exemplu� s�a consider�am superstit�iile popoarelor primitive care
explic�a fenomenele naturale cu ajutorul entit�at�ilor supranaturale
 Logicienii
convent�ionali acuz�a teoreticienii fuzzy de 	construct�ie arti�cal�a	
 Teoriile mate�
matice trebuie ��ns�a judecate prin consistent�a� frumuset�ea �si utilitatea lor
 Teoria
fuzzy satisface toate aceste cerint�e


Observat�ii matematice

Fie X o mult�ime oarecare
 Fie fA � X � !
� �" o funct�ie
 Funct�ia fA de�ne�ste o
mult�ime fuzzy ���n X �� adic�a mult�imea A � f�x� fA�x�jx � Xg
 Funct�ia fA este
funct�ia de apartenent��a la mult�imea A


Apare un abuz de limbaj��ntre 	mult�imea	 fuzzyA �si 	funct�ia	 de apartenent��a
la A
 Acest abuz se datoreaz�a faptului c�a de�nim o mult�ime prin gradul de
apartenent��a la aceast�a mult�ime� nu prin enumerarea mult�imii� cum suntem obi�s�
nuit�i


��� Ret�ele neurale fuzzy

����� Neuroni fuzzy

Un neuron non�fuzzy are N intr�ari ponderate �si o ie�sire
 Ie�sirea se calculeaz�a
astfel�

y � f

�
NX
i	�

wixi � T

�

unde f este funct�ia de activare� ��n general neliniar�a
 Un neuron fuzzy �NF� ��g

�
�� are N intr�ari ponderate �si M ie�siri
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Figura 
��� Neuronul fuzzy�
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Toate intr�arile �si ponderile sunt valori reale� iar ie�sirile sunt valori reale ��n
intervalul !
��"
 Fiecare ie�sire poate � asociat�a gradului de apartenent��a ���n sen�
sul fuzzy�� adic�a exprim�a ��n ce m�asur�a pattern�ul cu intr�arile fx�� x�� � � � � xNg
apart�ine unei mult�imi fuzzy
 Avem�

z � h�w�x�� w�x�� � � � � wNxN �

unde z este intrarea ��n NF� iar h este funct�ia de agregare�

s � f�z � T ��

unde s este starea NF� f este funct�ia de activare� iar T este pragul�

yj � gj�s�� j � �� � � � �M�

unde gj� j � �� � � � �M sunt funct�iile de ie�sire ale NF reprezent�and gradele de

apartenent��a ale lui fx�� � � � � xNg la cele M mult�imi fuzzy
 �In general� ponderile�
pragul �si funct�iile de ie�sire sunt modi�cabile ��n timpul procesului de instruire

Funct�ia de agregare �si funct�ia de activare sunt �xe
 Se pot de�ni multe tipuri de
NF prin schimbarea funct�iilor f �si h


De�nim acum patru tipuri de NF


�
 un NF de intrare este un NF folosit ��n stratul de intrare a unei RNF �ret�ele
de neuroni fuzzy�� av�and doar o singur�a intrare x� astfel ��nc�at z � x


�
 un MAX�NF are funct�ia de agregare�

z � maxi	������N�wixi��

�
 un MIN�NF are funct�ia de agregare�

z � mini	������N�wixi��

�
 un COMP�NF �NF competitiv� are pragul variabil �si o singur�a ie�sire� astfel
��nc�at�

y � g�s� T � �

�

 dac�a s � T
� dac�a s � T

T � t�c�� c�� � � � � cK��

unde s este starea NF� t este funct�ia prag� iar ck� k � �� � � � � K sunt variabile
competitive ale NF
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����� Structura unei RNF

RNF propus�a� este pe patru straturi
 Primul strat� de intrare� folose�ste neuroni
fuzzy de intrare
 Presupun�and c�a dorim s�a recunoa�stem caractere� �ecare NF din
acest strat corespunde unui pixel din pattern�ul de intrare
 Dac�a �ecare pattern
de intrare are N� � N� pixeli� atunci primul strat are N� � N� NF de intrare

Pentru al �i� j��lea NF de intrare din primul strat avem�

s
���
ij � z

���
ij � xij pentru i � �� � � � � N�� j � �� � � � � N�

y
���
ij �

s
���
ij

Pvmax
pentru i � �� � � � � N�� j � �� � � � � N�

unde xij este valoarea pixelului �i� j�� xij � 
� iar Pvmax este valoarea maxim�a a
pixelilor pentru toate pattern�urile de intrare


Al doilea strat const�a din N� �N� MAX�NF
 Acest al doilea strat realizeaz�a
fuzzi�carea pattern�urilor de intrare prin funct�ia pondere w�m�n�
 Starea celui
de�al �p� q��lea MAX�NF din al doilea strat este�

s���pq � maxi	������N��maxj	������N��w�p� i� q � j�y
���
ij ���

pentru p � �� � � � � N� �si q � �� � � � � N�� unde w�p�i� q�j� este ponderea conexiunii
dintre al �i� j��lea NF de intrare din primul strat �si al �p� q��lea MAX�NF din al
doilea strat�

w�m�n� � e��
�
m��n��

pentru m � ��N�� ��� � � � � �N�� �� �si n � ��N�� ��� � � � � �N�� ��
 Prin aceast�a
funct�ie pondere care are o form�a de gaussian�a� �ecare NF din al doilea strat
este ca o lentil�a� astfel ��nc�at �ecare NF focalizeaz�a pe un pixel din pattern�ul de
intrare� dar 	vede	 �si pixelii vecini
 Parametrul � determin�a c�at�i pixeli 	vede	
un NF� aceasta �ind decis prin algoritmul de instruire
 Funct�ia w se nume�ste �si
funct�ie de fuzzi�care
 Fiecare MAX�NF din acest strat are M ie�siri diferite� c�ate
una pentru �ecare NF din al treilea strat
 Ie�sirile celui de�al �p� q��lea MAX�NF
din al doilea strat sunt�

y���pqm � gpqm�s
���
pq��

pentru p � �� � � � � N�� q � �� � � � � N�� m � �� � � � �M � unde y���pqm este a m�a ie�sire a
celui de�al �p� q��lea MAX�NF c�atre al m�lea MIN�NF din stratul trei
 Funct�ia de
ie�sire gpqm se determin�a prin algoritmul de instruire
 Pentru simplitate� putem
alege triunghiuri isoscele de ��n�alt�ime � �si baz�a � ��g
 �
��


Avem�

y���pqm � gpqm�s
���
pq� �

�	

 �� �js	�
pq��pqmj

�
pentru js���pq � �pqmj � �

�


 ��n rest
�

�Kwan� H�K�� Cai�Y �A Fuzzy Neural Network and its Application to Pattern Recognition��
IEEE Trans� on Fuzzy Systems� �� �

�� �����
��
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1

0

gpqm(s   )pq

Θpqm

α

pq

[2]

[2]

[2]s   

Figura 
��� Funct�ia de ie�sire gpqm�

pentru � � 
� p � �� � � � � N�� q � �� � � � � N�� m � �� � � � �M � unde �pqm este
mijlocul bazei triunghiului
 Prin algoritmul de instruire se determin�a pentru
�ecare p� q� m valorile corespunz�atoare pentru � �si �pqm


Al treilea strat const�a din M neuroni de tip MIN�NF
 Fiecare din ace�sti
neuroni reprezint�a un pattern ��nv�at�at
 Deci� M poate � determinat doar la
��ncheierea procesului de instruire
 Ie�sirea celui de�al m�lea MIN�NF este�

y���m � s���m � minp	������N��minq	������N��y
���
pqm��

pentru m � �� � � � �M 

Al patrulea strat este stratul de ie�sire �si const�a din M neuroni de tip COMP�

NF� c�ate unul pentru �ecare pattern ��nv�at�at
 Dac�a un pattern de intrare este
cel mai asem�an�ator cu al m�lea pattern ��nv�at�at� atunci ie�sirea celui de�al m�lea
COMP�NF este �� iar celelalte ie�siri sunt 

 Avem�

s���m � z���m � y���m pentru m � �� � � � �M

y���m � g!s���m � T " �

�

 dac�a s���m � T
� dac�a s���m � T

pentru m � �� � � � �M

T � maxm	������M�y���m � pentru m � �� � � � �M

unde T este pragul de activare pentru tot�i neuronii din cel de�al patrulea strat


����� Algoritmul de instruire a unei RNF

Prin instruire� trebuie s�a determin�am urm�atorii parametri� �� �pqm� � �si M 

De�nim Tf � 
 � Tf � �� ca tolerant�a la eroare a RNF
 Fie K num�arul total de
pattern�uri de instruire


Pasul �� Creeaz�a N��N� neuroni de tip NF de intrare ��n primul strat �si N��N�

neuroni de tip MAX�NF ��n al doilea strat
 Alege o valoare pentru �� � � 

�si o valoare pentru �
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Pasul �� M � 
� k � �


Pasul �� M � M � �
 Creeaz�a al M �lea MIN�NF ��n al treilea strat �si al M �lea
COMP�NF ��n al patrulea strat


�pqM � s���pq � maxi	������N��maxj	������N��w�p� i� q � j�xijk��

pentru p � �� � � � � N� �si q � �� � � � � N�� unde �pqM este mijlocul bazei tri�
unghiului pentru cea de�aM �a funct�ie de ie�sire a celui de�al �p� q��lea MAX�
NF ��n stratul �
 Xk � fxijkg� i � �� � � � � N�� j � �� � � � � N� este al k�lea
pattern de instruire
 Presupunem c�a valorile xijk sunt deja normalizate


Pasul �� k � k � �
 Dac�a k � K� algoritmul de instruire se termin�a

Altfel� accept�a la intrarea ��n ret�ea al k�lea pattern �si calculeaz�a ie�sirea RNF
curente� cu M neuroni ��n straturile � �si �


� � ��maxj	������M�y
���
jk��

unde y
���
jk este ie�sirea celui de�al j�lea MIN�NF din stratul � pentru al k�lea

pattern de instruire Xk

Dac�a�
� � Tf � goto Pasul �

� � Tf � goto Pasul �


����	 Analiza RNF

Primul strat de neuroni accept�a datele de intrare �si transform�a valoarea pixelilor
��n valori normalizate� ��n intervalul !
��"


Al doilea strat fuzzi�c�a pattern�ul de intrare
 Valoarea unui pixel ��n pattern�
ul de intrare va afecta st�arile mai multor NF din stratul �
 Cu c�at � este mai mic�
cu at�at mai mult�i NF din stratul � vor � afectat�i de un pixel din pattern�ul de
intrare
 Deci� � controleaz�a gradul de fuzzi�care
 Dac�a � este prea mic� RNF nu
va putea separa pattern�urile distincte
 Dac�a � este prea mare� RNF ���si pierde
abilitatea de a recunoa�ste pattern�uri perturbate
 Valoarea lui � trebuie aleas�a
astfel ��nc�at toate pattern�urile distincte s�a poat�a � separate� iar RNF s�a aib�a o
rat�a de recunoa�stere acceptabil�a


Valoarea y���pqm exprim�a conceptul fuzzy cu privire la gradul ��n care valoarea
pixelilor ��n jurul pixelului �p� q� din pattern�ul de intrare sunt similare cu valoarea
pixelilor ��n jurul pixelului �p� q� din cel de�al m�lea pattern ��nv�at�at
 Funct�ia
de ie�sire gpqm pentru neuronii din cel de�al doilea strat este� de fapt� o funct�ie
de apartenent��a fuzzy� gpqm�s

���
pq� arat�a gradul de apartenent��a al pattern�ului de

intrare la clasa reprezentat�a de alm�lea pattern ��nv�at�at� apartenent�a referindu�se
la vecin�at�at�ile corespunz�atoare ale pixelului �p� q�


Neuronii din al treilea strat determin�a similarit�at�ile dintre pattern�ul de in�
trare �si pattern�urile ��nv�at�ate
 Avem de fapt�

y���m �

�
minp�q��� �

�
js���pq � �pqmj� pentru maxp�q�js���pq � �pqmj� � �

�


 ��n rest
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pentru m � �� � � � �M 
 Valoarea y���m m�asoar�a similaritatea pattern�ului de intrare
cu al m�lea pattern ��nv�at�at
 Dac�a pattern�ul de intrare a fost deja ��nv�at�at� va
exista un m pentru care y���m � �
 Dac�a pattern�ul de intrare nu a fost ��nv�at�at�
toate valorile y���m � m � �� � � � �M vor � mai mici dec�at �
 Valoarea lui � trebuie
s�a acopere toate valorile posibile la nivel de pixel


Stratul de ie�sire este folosit pentru defuzzi�care
 Deci� procedura de re�
cunoa�stere prin RNF const�a din�

�
 datele de intrare �stratul ��

�
 fuzzi�care �stratul ��

�
 deduct�ie fuzzy �stratul ��

�
 defuzzi�care �stratul ��

Straturile � �si � sunt construire prin instruirea ret�elei
 Dac�a un pattern de
intrare este similar cu un pattern deja ��nv�at�at� el este tratat ca acel pattern� f�ar�a
a mai � ��nv�at�at �si el
 �In caz contrar� pattern�ul de intrare este ��nv�at�at
 Procesul
de instruire poate � continuu� RNF nu trebuie ��n mod necesar instruit�a complet
��nainte de a � folosit�a� ea poate si instruit�a �si pe parcursul folosirii


Parametrii �� � �si Tf trebuie �xat�i convenabil


����� Rezultatele simul�arii

�In implementarea autorilor� literele �si cifrele au fost construite ca pattern�uri de
����� pixeli� pixelii av�and doar valori binare
 Pattern�urile au fost apoi mi�scate
prin deplas�ari ��n cele opt direct�ii cu unul �si doi pixeli
 Cele �� de pattern�uri
corecte �si c�ateva din pattern�urile obt�inute prin deplas�ari au fost folosite pentru
a instrui ret�eaua


Pentru a testa performant�ele ret�elei� s�au folosit pattern�uri perturbate prin�
m�arire�mic�sorare� subt�iere���ngro�sare� ad�augarea�extragerea unor mici port�iuni
etc


S�au folosit diferite valori pentru �� �� Tf la instruire�

�� � � � � �� �


� � � Tf � 
� ��


� � � � � �� ��

Dup�a instruire� s�a testat RNF la recunoa�sterea unor pattern�uri perturbate�
rezultatele �ind foarte bune
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����� Concluzii

Timpul de instruire a RNF este mai mic dec�at ��n cazul instruirii prin propagarea
��n urm�a a erorii
 Recunoa�sterea este �si ea mai rapid�a
 S�a observ�am c�a aceast�a
RNF ��nvat��a nesupervizat� �ind ��n esent��a un algoritm de clustering
 Ulterior
instruirii� RNF este folosit�a ca un clasi�cator
 Exist�a variante ale acestei RNF
care ��nvat��a ��n mod supervizat�


�Cai� Y�� H�K� Kwan �Fuzzy Classi
cation Using Fuzzy Inference Networks�� IEEE Trans�
Syst�� Man� and Cyb�� Part B� Cybernetics� ��� �

�� �����	��



��� CAPITOLUL �� RET�ELE NEURALE FUZZY



Capitolul ��

Algoritmi genetici

Natura a demonstrat puterea geneticii
 Cei ce vor s�a multiplice performant�ele
sistemelor biologice� chiar part�ial� nu pot ignora modul ��n care acestea s�au dez�
voltat� cum au evoluat


Algoritmii genetici sunt mijloace prin care ma�sinile pot emula mecanismele
select�iei naturale
 Ace�sti algoritmi sunt simpli� robu�sti �si generali
 Cu ret�elele
neurale au ��n comun urm�atoarele�

� nu sunt necesare cuno�stint�e asupra spat�iului de c�autare

� consum�a uneori mult timp

� sunt paraleli prin natura lor

� ambele metode se aplic�a unor probleme similare


De aceea� de multe ori algoritmii genetici �si ret�elele neurale se aplic�a ��mpreun�a

De exemplu� algoritmii genetici se pot aplica pentru accelerarea procesului de
instruire a ret�elelor neurale
 �In mod ciudat� printr�un algoritm genetic se poate
obt�ine algoritmul genetic care rezolv�a o problem�a dat�a


���� Introducere

Metodele convent�ionale de optimizare se bazeaz�a pe ajustarea parametrilor unui
model pentru a produce un rezultat dorit
 La ret�elele neurale� prin instruire se
modi�c�a iterativ ponderile conexiunilor� astfel ��nc�at s�a se produc�a relat�ia dorit�a
��ntre intr�ari �si ie�siri
 De remarcat c�a este ment�inut�a o singur�a solut�ie care este
optimizat�a ��n mod iterativ


Algoritmii genetici opereaz�a optimiz�ari conform tehnicilor cunoscute ��n ge�
netica biologic�a� se modi�c�a �si se ment�in caracteristicile unei populat�ii de solut�ii
�indivizi� pe parcursul unui mare num�ar de generat�ii
 Acest proces produce
populat�ii succesive av�and un num�ar din ce ��n ce mai mare de indivizi cu carac�
teristicile dorite
 Ca �si ��n natur�a� procesul este probabilistic� dar nu complet
aleator
 Dup�a cum vom vedea� regulile geneticii ret�in caracteristicile dorite prin

���
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maximizarea probabilit�at�ii de proliferare a solut�iilor �indivizilor� care au aceste
caracterisitci


Genetica nu optimizeaz�a� ci ��mbun�at�at�e�ste
 Un individ nu trebuie s�a �e op�
tim pentru a supraviet�ui� el trebuie s�a �e superior altor indivizi din populat�ia
respectiv�a


Algoritmii genetici opereaz�a asupra unor codi�c�ari de parametri� nu direct
asupra parametrilor
 Codi�c�arile sunt �siruri de lungime �nit�a� de obicei binare

Fiind dat�a o populat�ie init�ial�a de �siruri� un algoritm genetic produce o nou�a
populat�ie de �siruri folosind o mult�ime de reguli genetice
 Regulile sunt astfel
construite ��nc�at aceast�a nou�a generat�ie tinde s�a aib�a �siruri superioare celor din
generat�ia precedent�a� din punct de vedere al unei funct�ii obiectiv


���� Exemplu

Dorim s�a minimiz�am valoarea unui �sir binar� considerat aici ca un num�ar binar

Vom efectua urm�atorii pa�sii�

�
 init�ializare

�
 reproducere

�
 ��ncruci�sare

�
 mutat�ie

�
 repet�a pa�sii ���


Init�ializare

Fiecare �sir este generat ca un num�ar binar aleator
 Pornim cu urm�atoarele �sase
�siruri�

i �sirul Ai val
 zecimal�a fi pi
� 
��
�
 �� 
�
��� 
����
� 

�
�� �� 
�
�
� 
����
� ��
��
 �� 
�
��� 
�
��
� 
�

�� �� 
�
��� 
����
� �

��� �� 
�
��� 
�
��
� 
�
��
 �� 
�
��� 
����

Total 
����� �

Ca funct�ie obiectiv se alege �val
 zecimal�a���


Reproducere prin select�ie

Se obt�ine o a doua generat�ie de �siruri care au� ��n medie� funct�ia obiectiv mai
mare
 Fiecare �sir Ai este copiat ��n generat�ia urm�atoare de un num�ar de ori care



�
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este proport�ional cu pi� unde�

pi �
fiP
j fj

�

fi �ind funct�ia obiectiv� iar pi este funct�ia obiectiv relativ�a
 	Discul norocului	
��g
 �

�� este reprezentarea gra�c�a a acestor funct�ii


001011

011010

010110

100111

010011

110110

Figura ����� �Discul norocului�� Sect�iunile sunt proport�ionale cu pi�

Pentru �ecare copiere ��n generat�ia urm�atoare� se copiaz�a �sirul la care s�a oprit
discul
 Se fac �sase copieri� pentru ca a doua generat�ie s�a �e la fel de mare�


��
�



�
��


�
��

�

��
�

���

�
��


Primul �sir se reproduce� ��n medie� de � � 
� ��� � 
� �� ori deci� prin rotunjire� o
dat�a


�Incruci�sare

Se simuleaz�a schimbul de material genetic care are loc ��n timpul reproducerii
biologice
 �In mod aleator� se obt�in perechi de �siruri
 Pentru simplitate� vom
��ncruci�sa perechile adiacente
 Pentru �ecare pereche se obt�ine un num�ar ��ntreg
aleator ��ntre � �si �
 Acesta arat�a c�at�i bit�i din dreapta se schimb�a ��ntre cele dou�a
�siruri
 De exemplu� ��ncruci�s�am �sirurile A� �si A�� av�and ��ntregul aleator ���


��
�



�
��

�
�

�

��
��


�
�


�
�
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Procesul continu�a pentru �sirurile A� �si A�� av�and ��ntregul aleator � �si pentru
�sirurile A� �si A� av�and ��ntregul aleator �
 Obt�inem �sirurile�


��
��


�
�





��

��
��
�

��


�
���

Mutat�ie

Biologic� ea perturb�a caracteristicile populat�iei� ��n mod aleator� prevenind de�
gener�arile
 Cele mai multe mutat�ii mai mult distrug dec�at s�a �e bene�ce
 De
aceea� mutat�ia trebuie s�a �e rar�a� pentru a nu distruge specia
 Pe de alt�a parte�
ea e necesar�a
 �In simularea noastr�a� vom presupune o rat�a a mutat�iei de ���



bit�i� mutat�ia ��nsemn�and aici o inversare de bit
 Deoarece avem �� de bit�i ��n
populat�ie� probabilitatea unei mutat�ii este 
�
��
 Presupunem c�a nu are loc nici
o mutat�ie la acest pas
 Obt�inem astfel a doua generat�ie�

i �sirul Ai val
 zecimal�a fi pi
� 
��
�� �� 
�
�� 
�
��
� 

�
�
 �
 
��
 
����
� 



�� � 
���� 
����
� 
��
�� �� 
�
�� 
�
��
� �

��
 �� 
�
��� 
�
��
� 
�
��� �� 
�
�� 
�
��

Total 
���� �

Observ�am c�a totalul funct�iei obiectiv a crescut vizibil

�Intregul proces se reia� obt�in�and urm�atoarele generat�ii

�In general� populat�ia poate s�a creasc�a sau s�a scad�a de la o generat�ie la alta

Acest proces continu�a p�an�a c�and funct�ia obiectiv atinge o valoare acceptabil�a

pentru o anumit�a generat�ie
 Convergent�a este� ��n general� rapid�a

Se poate��nt�ampla s�a ajungem la o degenerare� de exemplu dac�a cele �sase �siruri

sunt 



��
 De aici putem ie�si doar a�stept�and o mutat�ie favorabil�a
 Aceasta
poate avea loc doar dup�a multe generat�ii
 Astfel se poate ��nt�ampla �si ��n natur�a�
unde o specie poate suferi o adaptare neoptim�a pentru milenii� p�an�a c�and apare
un organism mai bine adaptat care ajut�a la perfect�ionarea speciei


���� Fundamente matematice

O schem�a este o submult�ime de �siruri cu similarit�at�i ��n anumite pozit�ii
 Vom con�
sidera �siruri peste alfabetul V � f
� �g
 Un �sir va � notat astfel� A � a�a�a� � � � al�
unde ai poate � 
 sau �� iar l este lungimea �sirului
 O schem�a H peste alfabetul



�
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V� � f
� �� �g este� de exemplu� H � ��� � 
 � �
 Schema H este� de pild�a�
reprezentat�a de �sirul 
��






Dac�a V are k �siruri� atunci se pot forma �k � ��l scheme
 Fiecare �sir este
cont�inut ��n �l scheme deoarece� �ecare caracter din �sir poate avea �e valoarea pe
care o are� �e �


Deci� ��ntr�o populat�ie de n �siruri� exist�a cel mult n � �l scheme �si cel put�in �l

scheme reprezentate efectiv ��n populat�ie� acest num�ar depinz�and de diversitatea
populat�iei
 Ordinul unei scheme H� o�H�� este num�arul pozit�iilor �xate din H

De exemplu� o�
�� � � � �� � �


Lungimea de de�nit�ie a unei scheme H� 	�h�� este distant�a dintre prima �si
ultima pozit�ie �xat�a
 De exemplu� 	�
�� � � � �� � �


Vom considera efectele operat�iilor de reproducere� ��ncruci�sare �si mutat�ie asu�
pra schemelor reprezentate ��ntr�o populat�ie de �siruri


Reproduct�ie

Presupunem c�a la momentul t exist�a m reprezentant�i �m �siruri� ai schemei H ��n
generat�ia A�t�
 Vom scrie� m � m�H� t�
 Conform algoritmului de reproduct�ie�
un �sir Ai este copiat ��n generat�ia urm�atoare cu probabilitatea pi �

fiP
fj

 Pre�

supunem c�a select�am n �siruri distincte din A�t� pentru urm�atoarea generat�ie�
A�t� ��� cu 	reintroducere	
 Avem�

m�H� t � �� � m�H� t� � n � f�H�P
fj

unde f�H� este valoarea medie a funct�iei obiectiv pentru �sirurile care reprezint�a
schema H la momentul t


Fie 'f �
P

fj
n

valoarea medie a funct�iei obiectiv pentru ��ntreaga populat�ie
�A�t� are n �siruri�
 Atunci�

m�H� t� �� � m�H� t�
f�H�

'f
�

O schem�a H cre�ste deci direct proport�ional cu raportul�

valoarea medie a funct�iei obiectiv pentru schema H

valoarea medie a funct�iei obiectiv pentru ��ntreaga populat�ie
�

Efectul reproducerii este clar� din punct de vedere al num�arului de reprezentant�i�
o schem�a H cu f�H� � 'f cre�ste� iar o schem�a H cu f�H� � 'f scade


S�a presupunem acum c�a pentru o schem�a H avem f�H� � 'f � c 'f � unde c este
o constant�a
 Atunci�

m�H� t� �� � m�H� t�
'f � c 'f

'f
� �� � c� m�H� t��

Pornind din t � 
� obt�inem�

m�H� t� � m�H� 
��� � c�t

adic�a� obt�inem o progresie geometric�a
 Cre�sterea � sc�aderea unei scheme prin
reproduct�ie este exponent�ial�a
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�Incruci�sare

Fie l � � �si �e�

A � �������

H� � �������

H� � �������

S�irul A reprezint�a schemele H� �si H�
 	T�aietura	 dup�a care se execut�a ��ncruci�
�sarea se alege aleator� echiprobabil ��ntre cele � posibilit�at�i
 De exemplu�

A � ��������

H� � ��������

H� � ��������

�Incruci�sarea are loc prin schimbarea primelor � caractere din A
 Observ�am
ca H� este distrus�a� deoarece ��� �si � � �
 vor � plasate ��n �siruri diferite
 H�

supraviet�uie�ste ��ns�a
 Probabilitatea ca H� s�a �e distrus�a este mai mare� deoarece
	�H�� � 	�H��
 Probabilitatea ca H� s�a �e distrus�a este

pd �
	�H��

l � �
�

�

�
�

Probabilitatea ca H� s�a supraviet�uiasc�a este

ps � �� pd �
�

�


 Similar� pentru H�� pd �
�
�



Nu am considerat deocamdat�a situat�ia ��n care� prin operat�ia de ��ncruci�sare�
pozit�iile �xate din schem�a nu se modi�c�a


�In general�

ps �
�� 	�H�

l � �
�

Fie pc probabilitatea ca s�a efectu�am operat�ia de ��ncruci�sare
 Avem�

ps � �� pc
	�H�

l � �
�

Se folose�ste semnul � pentru c�a acum t�inem cont �si de situat�ia ��n care� prin
operat�ia de ��ncruci�sare� pozit�iile �xate nu se modi�c�a


Consider�am acum efectul combinat al reproduct�iei �si ��ncruci�s�arii
 Presupu�
n�and c�a aceste dou�a operat�ii sunt independente obt�inem�

m�H� t� �� � m�H� t�
f�H�

'f

�
�� pc

	�H�

l � �

�
�

Observ�am c�a schemele cu lungime mic�a sunt favorizate




�
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Mutat�ie

Alter�am o pozit�ie �xat�a cu probabilitatea pm� deci supraviet�uie�ste cu probabili�
tatea ��pm
 O schem�a H supraviet�uie�ste dac�a �ecare dintre cele o�H� pozit�ii ��
xate supraviet�uie�ste
 Rezult�a c�a probabilitatea ca o schem�a H s�a supraviet�uiasc�a
este �� � pm�

o
H�
 Pentru valori mici ale lui pm� aceast�a probabilitate se poate
aproxima cu �� o�H�pm� conform inegalit�at�ii Bernoulli� Oricare ar � a � �� �si
n natural� avem�

�� � a�n � � � na�

T� in�and cont de toate operat�iile genetice� obt�inem �rotunjit��

m�H� t� �� � m�H� t�
f�H�

'f

�
�� pc

	�H�

l � �
� o�H�pm

�
�

Observ�am c�a schemele cu ordin mic sunt favorizate

�In �nal� putem formula urm�atoarea teorem�a�

Teorema Fundamental�a a Algoritmilor Genetici �Holland�
��	��
 Schemele cu valoare a funct�iei obiectiv peste medie� cu lun�
gimea de de�nit�ie �si ordinul mici� cresc exponent�ial ��n generat�iile
urm�atoare


Am v�azut c�a ��ntr�o populat�ie de n �siruri de lungime l sunt procesate ��ntre �l

�si n�l scheme
 Nu toate aceste scheme sunt procesate cu o probabililitate mare�
datorit�a operat�iilor de ��ncruci�sare �si mutat�ie �schemele lungi sunt distruse�


Se poate demonstra c�a num�arul de scheme efectiv procesate este ��n ordinul
lui n�� t�in�and cont �si de operat�iile de ��ncruci�sare �si mutat�ie


Cu alte cuvinte� cu toate c�a se proceseaz�a n �siruri la �ecare generat�ie� un
algoritm genetic proceseaz�a de fapt ��n ordinul lui n� scheme
 Aceast�a proprietate
de�ne�ste paralelismul implicit al unui algoritm genetic
 Manipul�and n elemente�
proces�am de fapt aproximativ n� similarit�at�i


Acestui paralelism implicit i se datoreaz�a faptul c�a spat�iul c�aut�arilor este
su�cient de mare pentru ca algoritmul s�a nu duc�a� ��n general� la un optim local
ci la unul global


Fiind dat�a o populat�ie de �siruri� cu valorile respective ale funct�iei obiectiv� ne
punem problema de ce informat�ie dispunem pentru a ghida c�autarea unor �siruri
mai bune
 R�aspunsul este� similarit�at�ile dintre �siruri
 Aceste similarit�at�i sunt
descrise de schemele populat�iei


���	 Exercit�ii

�
 �C� Minimizat�i funct�ia f�x� y� z� � x��y��z�� x� y� z � !����� ���"
 Folosit�i
�siruri binare de lungime �
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Capitolul ��

Puterea �si complexitatea de

calcul a ret�elelor neurale

���� Ma�sina Turing

Ma�sina Turing este un model abstract de calculabilitate
 O ma�sin�a Turing este
format�a dintr�o band�a divizat�a ��n celule� in�nit�a la dreapta �si dintr�un cap de
citire�scriere care la un moment dat este pozit�ionat exact asupra unei celule

Fiecare celul�a poate cont�ine cel mult un simbol
 �In plus� exist�a o mult�ime �nit�a
de st�ari care controleaz�a mut�arile ma�sinii
 La o mutare� ma�sina Turing� ��n funct�ie
de simbolul din celula de band�a pe care este pozit�ionat capul de citire�scriere �si
de starea ��n care se a%�a ma�sina� efectueaz�a urm�atoarele�

�
 Trece ��ntr�o nou�a stare


�
 Scrie un simbol ��n celula pe care ma�sina se a%�a pozit�ionat�a� ��nlocuind ceea
ce era scris ��nainte �eventual poate tip�ari acela�si simbol�


�
 Deplaseaz�a capul de citire o celul�a la dreapta sau st�anga� sau las�a capul de
citire�scriere pozit�ionat asupra aceleia�si celule


Init�ial� capul de citire�scriere este pozit�ionat asupra celei mai din st�anga celule

Primele n celule din st�anga� pentru un n � 
� cont�in simboluri care reprezint�a
datele de intrare� iar restul de celule� ��n num�ar in�nit� cont�in un simbol special
ce nu poate � folosit pentru reprezentarea datelor de intrare �de obicei� blank�


Ma�sina porne�ste dintr�o stare precis determinat�a� numit�a stare init�ial�a
 Unele
st�ari din mult�imea �nit�a a st�arilor se numesc st�ari �nale
 St�arile �nale sunt de
dou�a tipuri� de acceptare �si de respingere


Mult�imea simbolurilor formeaz�a un alfabet ��nit�
 Secvent�ele �nite de sim�
boluri se numesc cuvinte
 O ma�sin�a M accept�a un cuv�ant w dac�a� pornind din
starea init�ial�a� cu w ca dat�a de intrare� ajunge� dup�a un num�ar �nit de pa�si�
��ntr�o stare �nal�a de acceptare


Limbajul acceptat de o ma�sin�a M este mult�imea ��nit�a sau in�nit�a��

L�M� � fwjM accept�a wg�

���
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Mult�imea limbajelor acceptate de ma�sini Turing formeaz�a clasa limbajelor recur�
siv enumerabile� L�


�In cazul ��n care num�arul de pa�si efectuat�i este �nit� modul de operare al unei
ma�sini Turing este descris de c�atre un algoritm


�In afar�a de imaginea ma�sinii Turing ca �si o procedur�a �algoritm � dac�a este
�nit� de recunoa�stere a unei mult�imi� putem considera c�a un astfel de dispozitiv
calculeaz�a o funct�ie ad�aug�and o band�a de scriere
 O astfel de ma�sin�a calculeaz�a
o funct�ie natural�a f dac�a� pornind cu data de intrare x� se opre�ste cu f�x� pe
banda de scriere
 Funct�ia f se nume�ste� ��n acest caz� Turing�calculabil�a


Calculabilitatea intuitiv�a este un concept prematematic care nu permite nici
o restrict�ie inevitabil impus�a de o de�nit�ie riguroas�a


Orice funct�ie Turing�calculabil�a este �si intuitiv calculabil�a
 Reciproca acestei
a�rmat�ii este mai di�cil de formulat� deoarece identi�c�a dou�a obiecte din care
unul este matematic iar unul prematematic


Teza lui Church�Turing ������
 Orice funct�ie intuitiv calcula�
bil�a este Turing�calculabil�a


Teza lui Church�Turing nu poate � demonstrat�a� ci doar justi�cat�a prematem�
atic
 Cu alte cuvinte� este greu de acceptat existent�a unor funct�ii naturale intuitiv
calculabile care s�a nu �e Turing�calculabile


�In conformitate cu teza lui Church�Turing� clasa mult�imilor L� coincide cu
clasa mult�imilor algoritmic calculabile


Teorem�a �Turing� �����
 Problema opririi ma�sinii Turing este
nerezolvabil�a


Cu alte cuvinte� nu exist�a un algoritm care s�a determine dac�a o ma�sin�a Turing
arbitrar�a� act�ionat�a dintr�o con�gurat�ie arbitrar�a �q� w� i� se va opri sau nu �q este
starea� w este data de intrare� iar i este pozit�ia capului�


Puterea de calcula a ma�sinilor Turing este foarte mare� orice algoritm � chiar �si
NP� poate � implementat pe o ma�sin�a Turing corespunz�atoare
 O ma�sin�a Turing
poate rezolva orice problem�a rezolvabil�a pe un calculator de uz general� av�and
avantajul c�a poate � descris�a matematic foarte concis


Ma�sinile Turing pot � deterministe sau nedeterministe
 Mult�imea limbajelor
acceptate de ma�sinile nedeterministe este� ��ns�a� egal�a cu mult�imea limbajelor
acceptate de ma�sinile deterministe


Un algoritm NP poate � rezolvat ��ntr�un timp polinomial pe o ma�sin�a Turing
nedeterminist�a
 Dac�a se dore�ste rezolvarea pe o ma�sin�a determinist�a� timpul nu
mai r�am�ane polinomial


Un algoritm P poate � rezolvat ��ntr�un timp polinomial pe o ma�sin�a Turing
determinist�a
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���� Puterea de calcul a ret�elelor neurale

Un model masiv paralel �MMP� este o mult�ime de celule interconectate printr�o
ret�ea de comunicat�ie
 Fiec�arei celule ��i corespunde o vecin�atate din care provin
conexiunile care intr�a ��n celul�a
 Num�arul de celule poate � in�nit� num�arul de
conexiuni este� la nivel local� �nit� iar conexiunile sunt orientate


�In particular� modele masiv paralele sunt� ret�elele neurale� automatele celulare
�si ret�elele de automate


�In cadrul ma�sinilor Turing� o problem�a este rezolvabil�a algoritmic dac�a exis�
t�a un algoritm av�and la intrare un cuv�and �nit w �si la ie�sire un cuv�ant care
reprezint�a informat�ia determinat�a de w
 Spre deosebire de aceasta� un MMP
rezolv�a probleme de con�gurat�ie� av�and la intrare o con�gurat�ie x a modelului �si
la ie�sire o con�gurat�ie a modelului care reprezint�a informat�ia determinat�a de x


Generaliz�am acum not�iunea de rezolvabilitate pentru MMP


De�nit�ie� O problem�a de con�gurat�ie este p�rezolvabil�a printr�un
model masiv paralel M dac�a� indiferent de con�gurat�ia de intrare x�
exist�a un moment t astfel ��nc�at avem�

stabilitate� T �t�� x� � T �t� x�� pentru t� � t
corectitudine� T �t�� x� este exact ie�sirea dorit�a


Prin T am notat funct�ia care de�ne�ste dinamica global�a a modelului


C�ateva rezultate fundamentale

McCulloch �si Pitts a�rmau��n ���� c�a ret�elele neurale sunt calculatoare universale


Franklin �si Garzon au ar�atat c�a orice problem�a rezolvabil�a algoritmic �printr�o
ma�sin�a Turing� poate � efectiv formulat�a sub forma unei probleme de con�gurat�ie
p�rezolvabil�a pe o ret�ea neurala A�sadar� ret�elele neurale sunt ce put�in la fel de
puternice ca �si ma�sinile Turing


Con�gurat�iile unui MMP pot � ��ns�a in�nite� deci p�rezolvabilitatea este o
not�iune mai complex�a dec�at calculabilitatea
 Franklin �si Garzon au demonstrat c�a
problema opririi este p�rezolvabil�a pe o ret�ea neural�a in�nit�a
 Aceast�a problem�a
nu este��ns�a rezolvabil�a pe o ma�sin�a Turing� dup�a cum am v�azut
 Conform acestui
rezultat� dar �si al altor rezultate de acest fel� s�au demonstrat de c�atre Garzon �si
Franklin� urm�atoarele relat�ii�

ma�sini Turing � automate celulare � ret�ele neurale � ret�ele de automate

�Garzon� M�� S� Franklin �NeuralComputability II�� Report of Memphis State University�
MSU�TR��
���� �
�
�
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���� Reprezentarea funct�iilor booleene prin

ret�ele feedforward

Orice funct�ie �nit�a poate � implementat�a exact printr�o ret�ea neural�a feedfor�
ward� cu un strat ascuns� de perceptroni de tip continuu �Ito ��

Prin de�nit�ie� o funct�ie �nit�a este de forma f � Q � R� unde Q � Rd� Q
�nit�a


Orice funct�ie continu�a poate � aproximat�a oric�at de bine de o ret�ea neural�a
feedforward cu un singur strat ascuns� de perceptroni de tip continuu �Funahashi��
Hecht�Nielsen ��


S�a consider�am cazul funct�iilor booleene
 Domeniul de de�nit�ie al unei funct�ii
booleene cu N argumente cont�ine �N elemente
 Pentru �ecare din aceste �N

elemente exist�a � valori posibile ale funct�iei
 Deci� exist�a ��
N

funct�ii booleene
diferite cu N argumente
 Vom reprezenta o funct�ie booleean�a arbitrar�a printr�o
ret�ea feedforward cu un strat ascuns
 Aceasta nu surprinde� o funct�ie booleean�a
�ind un caz particular de funct�ie �nit�a
 Primul strat va � format din N per�
ceptroni discret�i ��� � � � � �N � reprezent�and argumentele funct�iei
 Ultimul strat
const�a dintr�un neuron discret S� reprezent�and valoarea funct�iei F ���� � � � � �N�

Valorile logice sunt reprezentate de ��
 �In stratul ascuns sunt �N neuroni
discret�i q�� � � � � q�N��
 Ponderea wjk dintre �k �si qj este �w� calculat�a astfel�
�e ���� � � � � �N� reprezentarea binar�a a lui j
 Lu�am wjk � �w dac�a �k � � �si
wjk � �w dac�a �k � 

 Adic�a� wjk � ���k � ��w� unde w este o constant�a
pozitiv�a
 Alegem pragul pentru neuronii ascun�si� �N � ��w
 Potent�ialul pentru
un neuron ascuns este�

hj �
X
k

wjk�k � �N � ��w

� w!�
X
k

���k � ���k�� �N � ��"�

Avem hj � 
 dac�a �si numai dac�a

���k � ���k � � pentru k � �� � � � � N�

unde ��k � � � �� �si �k � ��
 Deci� condit�ia este�

��k � � � �k pentru k � �� � � � � N�

Cu alte cuvinte� pentru o intrare� exact un neuron din stratul ascuns va deveni
activ
 Acest neuron este qj� � unde j� este reprezentat binar ca

�
	���
�
� � � � � 	N��

�

�
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Avem� deci� urm�atoarele ie�siri din neuronii ascun�si�

sj �

�
�� pentru j � j�
�� pentru j �� j�

�

Ponderea vj dintre sj �si neuronul S va ��

vj �

�
�� dac�a F ���� � � � � �N� � true
�� dac�a F ���� � � � � �N� � false

�

unde ���� � � � � �N� corespunde lui sj
 Lu�am pragul�

�X
j

vj


 Potent�ialul pentru neuronul S este�

k �
X
j

vjsj �
X
j

vj �
X
j

vj�sj � �� � �vj��

Ie�sirea din ret�ea va � sgn�h� � F ���� � � � � �N� ��g
 ��
��


σ
N

σ1

2 -1N

2 -1N
2 -1N

σ1
σ

N... ...

+/-1

+/-1 w01 q0

q

s0
v0 S

s
v

sgn(h) = F (      ,...,       )

Figura ����� Ret�ea neural�a care implementeaz�a funct�ia F ���� � � � � �N ��

Se observ�a c�a num�arul de neuroni ascun�si este �N � deci foarte mare
 Pe de
alt�a parte� problema reprezent�arii unei funct�ii booleene �SATI� este NP�complet�a
�teorema lui Cook�
 Deci� este explicabil
 De fapt� am folosit forma normal�a
disjunctiv�a� cu o poart�a OR �si �N port�i AND


�In cazuri particulare� reprezentarea se poare face ��ns�a mult mai e�cient �cu
mai put�ini neuroni�
 De exemplu� XOR su � argumente se poate reprezenta cu
�� nu � neuroni ascun�si


Apare problema minimiz�arii ret�elei neurale care reprezint�a o funct�ie boolean�a
dat�a
 Pentru ret�elele cu un strat ascuns� corespunz�and funct�iilor booleene ��n
forma normal�a conjunctiv�a� problema minimiz�arii este cunoscut�a� se minimizeaz�a
funct�ia boolean�a printr�unul din algoritmii uzuali �Karnaugh sau Quine � Mc�
Cluskey�
 Minimizarea se refer�a aici la num�arul de neuroni� adic�a num�arul de
port�i
 O problem�a cu totul diferit�a este dac�a o funct�ie boolean�a cu N argumente
poate � 	��nv�at�at�a	 de c�atre o ret�ea neural�a� ��ntr�un timp polinomial
 Valiant� a

�Valiant� L�G� �A Theory of the Learnable�� Commun� ACM� �	� ����� �
���
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ar�atat c�a funct�iile logice sub form�a normal�a conjunctiv�a pot � instruite folosind
doar un num�ar polinomial de exemple pozitive
 �In cazul funct�iilor ��n form�a nor�
mal�a disjunctiv�a mai este nevoie� ��n plus� de ��nc�a un nivel de ��nv�at�are


O problem�a interesant�a este dac�a funct�ia poate ���nv�at�at�a folosind doar put�ine
exemple �si l�as�and�o apoi s�a 	generalizeze	


���	 Complexitatea instruirii ret�elelor neurale

feedforward

Fie cazul ret�elelor feedforward multistrat cu perceptroni de tip continuu sau dis�
cret �nu are important��a� �si �e cazul ��nv�at��arii supervizate


Teorem�a �Judd��
 Problema general�a a instruirii unei astfel de ret�ele
este NP�complet�a


Cu alte cuvinte� presupun�and P��NP� nu exist�a un algoritm cu timp polinomial
care s�a instruiasc�a o ret�ea ��n condit�iile ��n care�

�
 Arhitectura ret�elei �neuronii �si conexiunile� f�ar�a ponderi� este arbitrar�a


�
 Num�arul de pattern�uri care trebuie memorate ��n ret�ea este arbitrar


M�arimea unui caz este aici proport�ional�a cu m�arimea ret�elei �num�arul de percep�
troni� conexiuni� plus num�arul pattern�urilor de memorat


Dac�a� de exemplu� pentru a accelera instruirea� m�arim num�arul de neuroni
��n ret�ea� timpul de execut�ie cre�ste foarte mult� deoarece timpul poate cre�ste
exponent�ial fat��a de num�arul de neuroni


Teorema r�am�ane valabil�a indiferent de funct�ia de activare folosit�a
 De aseme�
nea� teorema r�am�ane valabil�a chiar dac�a arhitectura ret�elelor considerate veri�c�a
restrict�ia�

nr
 de straturi ascunse � ��

Observat�ii�

�
 Aceast�a teorem�a se refer�a la instruire ��n general
 Exist�a clase mari de ret�ele
�si secvent�e de instruire care duc la o instruire ��n timp polinomial
 Problema
general�a a instruirii unei ret�ele cu o funct�ie boolean�a oarecare este ��ns�a NP�
complet�a


�
 Se observ�a empiric faptul c�a algoritmul de instruire prin propagarea ��n
urm�a a erorii este foarte lent dac�a num�arul de straturi este mare
 S�ar
putea deduce c�a aceasta ar � o proprietate general�a� ret�elele cu straturi
put�ine se instruiesc mai e�cient
 Teorema lui Judd ne arat�a c�a nu este
neap�arat a�sa
 Important�a este m�arimea ret�elei� complexitatea ei


�Judd� J�S� �Neural Network Design and the Complexity of Learning�� The MIT Press�
Cambridge� �

��
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�
 Instruirea este de fapt memorare
 Memorarea unor perechi asociate de
�siruri se face ��n timp liniar� pe o ma�sin�a von Neumann� adic�a mult mai
rapid
 Este� ��ns�a� adev�arat c�a astfel se pierd avantajele proces�arii neurale�
de exemplu invariant�a la perturbat�ii


�
 R�am�ane ca subiect de cercetare� din punct de vedere al NP�completitudinii�
problema instruirii ret�elelor recurente
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Capitolul ��

Considerat�ii epistemologice

asupra calculului neural

���� Scopul unei ret�ele neurale

Formele superioare de viat��a� inclusiv cele bazate pe sisteme nervoase centrale�
tind s�a faciliteze supraviet�uirea speciei respective ��n condit�ii de mediu care devin
din ce ��n ce mai di�cile�


Natura nu ���si folose�ste niciodat�a ��n mod inutil resursele� ci act�ioneaz�a con�
form unui principiu de optimalitate
 De aceea� putem a�rma c�a mecanismele
creierului tind s�a asigure ��n mod optim supraviet�uirea
 De exemplu� somnul�
��n interpretarea lui Freud� tinde s�a integreze zgomotele� p�astr�and homeostazia
sistemului


Din aceast�a perspectiv�a� analogiile dintre calculatoarele digitale �si ret�elele
neurale biologice sunt nerezonabile
 Problemele aritmetice sunt rareori rezolvate
cu scopuri biologice� poate c�a p�as�arile ��nvat��a s�a��si numere ou�ale� ��ns�a� chiar �si
aceast�a abilitate poate � explicat�a� p�an�a la un anumit nivel� prin funct�ii ele�
mentare de recunoa�stere a formelor
 Necesitatea de a num�ara sclavi �si soldat�i
folosind semne este de origine mai t�arzie ��n dezvoltarea omului �si este realizat�a
pe baza unor mijloace nebiologice
 Orice ��ncercare de a construi modele neurale
pentru sumatoare� multiplicatoare� convertoare A�D �si alte circuite de calcul este
de aceea� din acest punct de vedere� irat�ional�a


Cea mai important�a funct�ie a sistemului nervos este monitorizarea �si con�
trolul condit�iilor ��n care organismul tr�aie�ste ��n mediul respectiv
 Aceast�a funct�ie
se realizeaz�a prin modi�carea st�arilor organismului �si�sau a mediului
 Cele mai
elementare st�ari controlabile ale organismului sunt globale� nestructurate �de e�
xemplu� temperatura�
 Cele mai evoluate astfel de st�ari sunt legate de comporta�
ment social� care implic�a plani�carea anticipativ�a �si interact�iunile sociale
 Chiar
�si acestea sunt� ��ns�a� motivate biologic


Diferent�a dintre calculatoare �si creier rezult�a din scopurile lor diferite
 Calcu�

�Kohonen� T� �Self�Organization and Associative Memory�� Springer� Berlin� �rd ed�� �
�
�
chap� 
�

���
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latoarele au fost dezvoltate init�ial pentru a rezolva probleme matematice� mai ales
aritmetice
 Ulterior� s�a descoperit c�a instruct�iunile folosite pentru calculul sim�
bolic pot � utilizate �si pentru procesarea limbajului natural
 Aceast�a descoperire
a fost un efect secundar ��n istoria dezvolt�arii calculatoarelor
 �Inc�a nu s�a observat
c�a o anumit�a generat�ie de calculatoare s�a��si doreasc�a s�a supraviet�uiasc�a�

Pentru a modela c�at mai bine sistemele neurale biologice� ret�elele neurale ar�
ti�ciale trebuie s�a interact�ioneze cu lumea real�a� cu obiectele naturale
 Statistica
semnalelor naturale� de exemplu vorbirea� sunt complet diferite de statistica pre�
supus�a ��n teoria matematic�a a probabilit�at�ilor
 Natura gaussian�a a zgomotului
�si distribut�ia normal�a a datelor sunt ipoteze foarte proaste ��n acest context


���� Funct�iile neurale biologice sunt localizate

sau distribuite�

Este unul dintre subiectele de dezbatere continu�a
 Circuitele neurale trebuie
s�a proceseze funct�iile local� ��n timp ce distribuirea global�a a activit�at�ilor este o
funct�ie colectiv�a a activit�at�ilor tuturor p�art�ilor


De fapt� dihotomia distribuire � localizare poate � urm�arit�a �si la nivelul neu�
ronului�

� putem localiza cu acuratet�e de �
 microni corpul �si axonul neuronului

� ramurile dendritelor aceleia�si celule sunt ��ns�a distribuite pe o arie cu un
diametru de c�at�iva milimetri


Cu alte cuvinte� r�aspunsul poate � localizat� cu toate c�a funct�iile �adaptive� pot
� distribuite spat�ial pe o arie mare


���� Este neliniaritatea esent�ial�a �
n

calculul neural�

Semnalele procesate ��n ret�elele neurale sunt� de obicei� continue
 �In electronic�a�
cu toate c�a� de fapt� caracteristicile componentelor sunt neliniare� prin folosirea
feedback�urilor negative �si a altor metode de stabilizare� se organizeaz�a compo�
nentele �si circuitele ��n module integrate care se comport�a liniar


Neuronii biologici au caracteristici �si mai neregulate dec�at componentele elec�
tronice
 Faptul c�a neuronii au r�aspunsuri neliniare nu ��nseamn�a ��ns�a c�a sis�
temul integrat nu poate s�a se comporte liniar
 Iat�a un exemplu de astfel de
integrare� c�and creierul recunoa�ste o situat�ie important�a� sistemul reticular de
activare adaug�a ��n circuitul cortical o excitat�ie care face ca neuronii s�a opereze ��n
mijlocul plajei lor dinamice
 Se adaug�a deci un semnal pentru a modi�ca plaja
��n care opereaz�a neuronii
 Acest lucru se face doar pentru un timp scurt
 �In
plaja lor dinamic�a� neuronii pot apoi s�a funct�ioneze liniar
 �In ansambul� sistemul
funct�ioneaz�a� ��n acest caz� temporar liniar
 Dac�a sistemul reticular de activare
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nu recunoa�ste o situat�ie ca �ind important�a� neuronii r�am�an inactivi� sub pragul
de saturat�ie


Exist�a �si cazuri de neliniaritate
 De exemplu� ��n cazul percept�iei vizuale la
insecte
 Ochiul insectei este format din multe lentile� �ecare capt�and un sector
al c�ampului vizual
 Semnalele rezultate din fotoreceptoarele acestor lentile sunt
prelucrate ��n c�at�iva centri nervo�si� numit�i ganglia� situat�i l�ang�a organele senzo�
riale
 Ace�sti centri combin�a semnalele receptate ��ntr�un mod neliniar� form�and
produse de perechi de semnale � unul obt�inut din �gur�a �si unul din fundal
 Core�
larea perechilor de semnale este diferit�a ��n cazurile c�and �gura este� respectiv nu
este� ��n mi�scare


���	 Deosebirile esent�iale dintre calculatoarele

neurale �si cele digitale

�
 Gradul de paralelism al ret�elelor neurale este mai mare dec�at cel al oric�arui
calculator digital masiv paralel


Calculatoarele masiv paralele sunt ret�ele de procesoare care lucreaz�a asin�
cron
 Aceste calculatoare sunt� totu�si� digitale �si au circuite digitale ��n
nodurile lor
 Deosebirea lor esent�ial�a fat��a de calculatoarele von Neumann
const�a ��n faptul c�a este imposibil de prezis ordinea operat�iilor realizate ��n
timpul calculului


Ret�elele neurale lucreaz�a tot asincron
 Semnalele neurale nu au��ns�a o form�a
exact�a� deci nu este posibil s�a combin�am nici o informat�ie de control �coduri
de control� bit�i de paritate� adrese� cu datele
 De exemplu� multiplexarea
nu mai este� din aceast�a cauz�a� posibil�a


Calculatoarele neurale sunt calculatoare analogice
 Ele nu pot executa pro�
grame memorate
 Operat�iile implementate pe ele nu pot � de�nite algorit�
mic


�
 De ce semnalele neurale nu pot � aproximate de variabile booleene


Impulsurile neurale au un aspect binar� amplitudinea nu conteaz�a
 Dar
durata unui impuls nu este variabil�a� nu este posibil s�a de�nim semnale
logice statice similare cu cele folosite ��n calculatoarele digitale
 Mai mult�
impulsurile neurale nu sunt nici sincronizate� deci semnalele neurale difer�a
de cele digitale


�
 Circuitele neurale nu implementeaz�a automate �nite


Filoso�a calculului digital� dar �si a inteligent�ei arti�ciale� se bazeaz�a pe
teoria automatelor �nite
 Prin feedback ��g
 ��
��� un automat �nit poate
implementa orice secvent��a de st�ari� �ind capabil de a de�ni recursiv funct�iile
calculabile
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automat
finit

intrare iesire

Figura ����� Automat 
nit�

Toate calculatoarele digitale aplic�a principiul recursivit�at�ii la diferite nivele�
de la hardware la procedurile de�nite ��n limbaje de programare
 Aplicarea
recursivit�at�ii este posibil�a din dou�a motive tehnologice�

� valorile semnalelor sunt stabile

� toate combinat�iile de semnale �si st�ari sunt accesibile

O ret�ea neural�a biologic�a nu poate implementa un automat �nit
 Funct�iile
feedback din ret�elele neurale servesc altor scopuri
 Procesul de calcul neural
arti�cial este mai apropiat unei aproxim�ari stohastice


���� Cum pot � programate calculatoarele

neurale

Este greu de imaginat cum ar putea � programat�i pa�sii individuali de procesare
��n creier �si cum s�a �e programat un calculator neural ca un calculator digital


Structurile anatomice ��n sine constituie 	un program	� incluz�and �si codul
genetic
 �In acest sens� creierul este 	programat	
 Similar� arhitectura ret�elei
neurale arti�ciale reprezint�a 	programul	 ei


�In natura biologic�a� structurile par at�at de semni�cative� ca �si cum ar � create
conform unui plan a priori
 Explicat�ia �stiint�i�c�a este c�a mutat�iile� pe parcursul
unei lungi evolut�ii� duc prin select�ie la solut�ia optim�a
 Solut�iile optime la care se
ajunge sunt ��ns�a foarte greu de ��nt�eles� datorit�a faptului c�a sunt de�nite implicit
prin codurile genetice
 Este imposibil s�a adopt�am aceast�a tehnic�a ��n calculul
ret�elelor neurale arti�ciale


Problema principal�a este cum s�a obt�inem r�aspunsuri corecte din partea mediu�
lui f�ar�a intervent�ia �si interpretarea programatorului �si s�a le prezent�am sistemului


Din toate aceste motive� putem a�rma c�a o ret�ea neural�a veritabil�a nu poate
� programat�a
 Cele mai utile aplicat�ii ale ret�elelor neurale sunt cele pentru care
structurile sau mecanismele sunt deja familiare


���� Poate creierul s�a se autoperceap�a�

Numim complexitate a unui sistem num�arul de bucle �feedback�uri� care pot
ap�area ��n sistemul respectiv
 Astfel� complexitatea unei singure bucle este �




���
� POATE CREIERUL S�A SE AUTOPERCEAP�A� ���

Creierul care poate s�a perceap�a comportamentul unui alt creier mai mic tre�
buie s�a aib�a o complexitate de cel put�in �
� ori mai mare dec�at complexitatea
creierului investigat �Stakermann��


�In mod ironic� cuno�stint�ele deja achizit�ionate sunt pierdute ��n mod continuu
prin moartea indivizilor �si trebuie restabilite de c�atre cei tineri


�In concluzie� o identitate nu se poate autopercepe
 Creierul biologic nu se
poate auto��nt�elege


�Starkermann� R� �The Functional Intricacy of Neural Networks � A Mathematical Study��
Proceedings� Insbruck� �

��
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Anexa A

Complemente matematice

A�� Vectori �si matrici

Vector coloan�a� x �

�
�����
x�
x�




xn

�
������ Vector linie� x � !x� � � � xn"

t

Fie vectorii n�dimensionali x�� x�� 


� xn
 Vectorul x este o combinat�ie liniar�a
a vectorilor x�� x�� 


� xn dac�a exist�a scalarii c�� 


� cm astfel ��nc�at�

x �
mX
i	�

cixi�

Mult�imea de vectori x�� x�� 


� xn este liniar dependent�a dac�a exist�a c�� 


�
cm� nu tot�i nuli� astfel ��nc�at�

mX
i	�

cixi � 
�

�In caz contrar� vectorii x�� x�� 


� xn sunt liniar independent�i


Norma euclidian�a a unui vector� kxk � �xtx���� �
qPn

i	� x
�
i 


Produsul scalar a doi vectori x �si y� xty �
Pn

i	� xiyi � kxk � kyk � cos
 unde

 este unghiul dintre cei doi vectori


Proprietate� xty � kxkkykcos
� unde 
 este unghiul dintre x �si y


Se observ�a c�a xty � ytx� deci produsul scalar este comutativ


Vectorii x �si y sunt ortogonali dac�a �si numai dac�a produsul lor scalar este 



Dac�a vectorii nenuli x�� x�� 


� xn sunt doi c�ate doi ortogonali� atunci sunt
liniar independent�i


���



�

 ANEXA A� COMPLEMENTE MATEMATICE

Exemplu� Vectorii x� �

�
�� �





�
��� x� �

�
�� 

�



�
��� x� �

�
�� 



�

�
�� sunt doi c�ate doi

ortogonali �si sunt independent�i


Exemplu� G�asit�i produsul scalar dintre vectorii x �si y� lungimea lor �si unghiul
dintre ei� unde�

x �

�
�� �
�
�

�
�� y �

�
�� �
��
�

�
��

Solut�ie� xty � �� kxk � �� kyk � p
��� cos
 � xty

kxk�kyk � �p
�
� deci 
 � ��o


A�� Forme p�atratice

O form�a p�atratic�a �FP� este o funct�ie E�x� � xtAx� unde x este un vector
n�dimensional iar A o matrice simetric�a de n� n elemente


Dac�a A � �aij�i�j	������n� atunci�

E�x�� x�� � � � � xn� � a��x
�
� � �a��x�x� � �a��x�x� � � � �� �a�nx�xn

� a��x
�
� � �a��x�x� � � � �� �a�nx�xn � � � �� annx

�
n �

�
nX
i	�

nX
j	�

aijxixj

Propriet�at�i ale formelor p�atratice

�
 E�x� este o FP pozitiv semide�nit�a� iar A este o matrice pozitiv semide�nit�a
dac�a !���x �� 
 � E�x� � 
"


�
 E�x� este o FP pozitiv de�nit�a� iar A este o matrice pozitiv de�nit�a dac�a
!���x �� 
 � E�x� � 
"


�
 E�x� este o FP negativ semide�nit�a� iar A este o matrice negativ semide��
nit�a dac�a !���x �� 
 � E�x� � 
"


�
 E�x� este o FP negativ de�nit�a� iar A este o matrice negativ de�nit�a dac�a
!���x �� 
 � E�x� � 
"


E�x� este pozitiv de�nit�a dac�a �si numai dac�a pentru A � �aij�i�j	������n avem�

det A�� � ka��k � 


det A�� �

����� a�� a��
a�� a��

����� � 







det Ann � det A � 
�

Condit�ii su�ciente pentru ca E�x� s�a �e�



A��� ELEMENTE DE GEOMETRIE ANALITIC�A �
�

a� FP pozitiv semide�nit�a�

detA�� � 
� detA�� � 
 � � � detAnn � 
�

b� FP pozitiv de�nit�a�

detA�� � 
� detA�� � 
 � � � detAnn � 
�

c� FP negativ semide�nit�a�

detA�� � 
� detA�� � 
� detA�� � 
 � � � �

d� FP negativ de�nit�a�

detA�� � 
� detA�� � 
� detA��� � � �

e� �In toate celelalte cazuri� FP este nede�nit�a


S�a not�am c�a o form�a p�atratic�a E�x� este nede�nit�a dac�a este pozitiv�a pentru
anumite valori ale lui x �si negativ�a pentru alte valori� deci depinde de x


A�� Elemente de geometrie analitic�a

Ecuat�ia unei drepte ��n plan este�

a x� b y � c � 
� cu a� � b� � 
�

Vectorul

n �

�
a
b

�

este un vector normal la dreapta dat�a
 Acesta este ��ndreptat spre semiplanul
pozitiv� adic�a pentru care a x � b y � c � 



Ecuat�ia unei drepte a c�arei vector normal este n � !n�� n�"
t �si trece prin

punctul reprezentat de vectorul x� este�

nt � �x� x�� � 
�

Av�and dou�a puncte x� �si x� ��n plan �si vectorii asociat�i lor� x� �si x�� ecuat�ia
mediatoarei segmentului dintre x� �si x� este�

�x� � x��
t � �x� x�� � 
�

unde x� este mijlocul segmentului respectiv

Din relat�ia anterioar�a rezult�a

�x� � x��
tx� �

�
�x� � x��

t�x� � x�� � 




�
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�si obt�inem

�x� � x��
tx�

�

�
�xt�x� � xt�x�� � 
�

Din
xtx � kxk�

obt�inem urm�atoarea ecuat�ie a mediatoarei�

�x� � x��
tx�

�

�
�kx�k� � kx�k�� � 
�

Ecuat�ia planului care trece prin trei puncte necoliniare este����������
x y z �
x� y� z� �
x� y� z� �
x� y� z� �

���������
� 


Ecuat�ia planului care trece printr�un punct x�x�� y�� z�� �si este perpendicular
pe vectorul n � !a� b� c"t este�

a �x� x�� � b �y � y�� � c �z � z�� � 
�

Ecuat�ia planului care trece prin mijlocul segmentului �x�y�z��� �x�y�z�� �si este
perpendicular pe vectorul x� � x�� unde x� � !x�y�z�"

t� x� � !x�y�z�"
t este�

�x� � x��
tx�

�

�
�jjx�jj� � jjx�jj�� � 


A�	 Operat�ia XOR

XOR este o operat�ie binar�a asupra argumentelor logice x�� x�
 Avem�

�x� � x��� x� � x� � �x� � x�� � x� � x� � x��

Putem extinde operat�ia XOR pentru n argumente logice�

XOR�x�� x�� � � � � xn� � x� � x� � � � �� xn�

Aceast�a funct�ie se nume�ste �si funct�ia de paritate deoarece are valoarea � dac�a �si
numai dac�a num�arul argumentelor care au valoarea � este impar


A�� Iacobianul �si hessianul

Un vector x�t� dependent de timp se de�ne�ste astfel�

x�t� �

�
���
x��t�





xn�t�

�
��� dx�t�

dt
�

�
����

dx�
dt





dxn
dt

�
���� � (x�t� �

�
���

(x��t�





(xn�t�

�
���



A�	� IACOBIANUL S�I HESSIANUL �
�

Fie funct�ia E�x�� unde x este un vector cu n componente
 Gradientul se
de�ne�ste astfel�

rxE�x� �

�
���


E

x�





E

xn

�
���

Propriet�at�i�

a� rx�x
t y� � y

b� rx�x
tAy� � Ay

c� rx�x
tAy� � Ax�At x

d� C�and lucr�am cu forme p�atratice� A este simetric�a �si avem A � At
 Rezult�a
rx�x

tAx� � �Ax


Gradientul��ntr�un punct x� al unei funct�ii reprezint�a direct�ia cre�sterii maxime
a lui E�x�
 Gradientul reprezint�a tangenta la curb�a pe direct�ia de cre�stere �si este
nul ��n punctele de maxim �si minim


Dac�a avem o funct�ie E!x�t�" �nu neap�arat o form�a p�atratic�a�� unde x este un
vector de n componente dependente de timp� atunci

dE!x�t�"

dt
�

�E

�x�
� �x�
�t

� � � �� �E

�xn
� �xn
�t

�
nX
i	�

�E

�xi
(xi�t��

Observ�am c�a
dE!x�t�"

dt
� !rxE�x�"t �x�t��

Exemplu� Fie�

x�t� �

�
x��t�
x��t�

�
�

�
e�t

t

�
�

Forma p�atratic�a a lui x�t� cu matricea

A �

�
� �
� �

�

este�

E!x�t�" �
h
e�t t

i � � �
� �

� �
e�t

t

�

rxE�x� �

�
d
dx�

�x�� � �x�x� � �x���
d
dx�

�x�� � �x�x� � �x���

�
�

�
�x� � �x�
�x� � �x�

�

(x�t� �

�
�e�t

�

�
�
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Atunci

dE!x�t�"

dt
�
h
�e�t � �t �e�t � �t

i � �et

�

�
� ���e�t � ��t� ��e�t � �t��

Fie m funct�ii�

E��x� � E��x�� x�� � � � � xn�





Em�x� � Em�x�� x�� � � � � xn�

Matricea iacobian�a se de�ne�ste ��n felul urm�ator�

I�x� �
dE

dx
�

�
���


E�


x�
� � � 
E�


xn






 
 







Em

x�

� � � 
Em

xn

�
���

Exemplu� Pentru�

x �
h
� �

it
E��x� � x�� � x�x�

E��x� � x�x� � x��

avem�

I�x� �

�
�x� � x� �x�

x� x� � �x�

�
�

�
� ��
� �

�
�

Matricea hessian�a a funct�iei E�x� � E�x�� � � � � xn� se de�ne�ste astfel�

H�x� � r�
xE�x� � rx!rxE�x�" �

�
����


�E

x��


�


x�
x�
� � � 
�


x�
xn










 
 







�E


x�
xn

�E


x�
xn
� � � 
�E


�xn

�
���� �

Matricea hessian�a este simetric�a

Exemplu� Pentru�

E�x� � �x� � x��
� � ��� x��

�

avem�

rxE�x� � �

�
�x� � x� � �
x� � x�

�
r�
xE�x� � �

�
� ��
�� �

�
�

Deoarece determinant�ii principali sunt � �si �� matricea hessian�a este pozitiv
de�nit�a




A�
� PROBLEME DE OPTIMIZARE �
�

A�� Probleme de optimizare

Presupunem c�a avem o funct�ie obiectiv E�x�� unde x este o variabil�a scalar�a

Aceast�a funct�ie ���si atinge minimul ��n punctul x � x�� pentru care se ��ndeplinesc
urm�atoarele condit�ii� ��	

�

dE
x��

dx� � 


d�
E
x��

d�
x�

� 

�

Dac�a x este un vector� generalizarea se face astfel�� rxE�x�� � 

r�
xE�x�� pozitiv de�nit�a

�

Pentru a ��nt�elege aceste condit�ii� s�a consider�am� de exemplu�

x �

�
x�
x�

�
�

Dezvolt�am ��n serie Taylor ��n punctul x � x� �si ret�inem primii termeni ai dez�
volt�arii�

E�x� 
� E�x�� � �x� � x���
�E�x��
�x�

� �x� � x���
�E�x��
�x�

�
�

�
�x� � x���

��
�E�x��
��x�

�
�

�
�x� � x���

��
�E�x��
�x��

��x� � x����x� � x���
��E�x��
�x��x�

�

Pentru $x� � x� � x��� $x� � x� � x��� obt�inem�

E�x� 
� E�x�� �
h


E
x��

x�

E
x��

x�

i � $x�
$x�

�

�
�

�

�
$x�
$x�

�t �� 
�E
x��

x��


�E
x��

x�
x�


�E
x��

x�
x�


�E
x��

x��

�
� � $x�

$x�

�
�

Lu�and

$x �

�
$x�
$x�

�
�

obt�inem�

E�x� 
� E�x�� � !rxE�x��"t$x�
�

�
$xt!r�

xE�x��"$x� �A
��

Dac�a E�x� are un minim ��n x�
 orice schimbare in�nitezimal�a $x ��n x� trebuie
s�a rezulte ��n E�x� �$x� � E�x��
 Pentru aceasta trebuie ca�

�
 Gradientul ��n x� s�a scad�a �si s�a fac�a termenul liniar din A
� s�a �e zero


�
 Hessiana ��n x� s�a �e pozitiv de�nit�a� ceea ce va face forma p�atratic�a din
A
� pozitiv�a� independent de $x
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Solut�ia analitic�a a unei probleme de optimizare speciale

Fie funct�ia�

E�x� �
�

�
xtAx� btx�

unde x este un vector n�dimensional� A este o matrice n � n simetric�a� pozitiv
de�nit�a� b este un vector n�dimensional constant
 E�x� este una dintre put�inele
funct�ii pentru care exist�a o solut�ie analitic�a pentru minimul f�ar�a restrinct�ii


Calcul�am�

rxE�x� � Ax� b

r�
xE�x� � A�

Prin ipotez�a� A este pozitiv de�nit�a
 Impunem condit�ia Ax � b � 

 Solut�ia
este x� � �A��b
 Rezult�a c�a x� este un minim


A�� Metoda lui Euler �metoda tangentei�

Fie ecuat�ia diferent�ial�a de ordinul ��nt�ai�

y� � f�x� y�� unde y � y�x�

cu condit�ia init�ial�a
y� � y�x���

Dac�a f este complicat�a� nu putem integra direct

Dorim o aproximare a lui y� � +�x�� care se demonstreaz�a c�a este solut�ia

unic�a ��g
 A
��
 Scriem�

y� � y� �$y

+��x�� �
$y

$x
� $y � +��x��$x�

y� � y� � +��x���x� � x�� � y� � f�x�� y���x� � x��

Apoi� y� � y� � y�
��x� � x�� � y� � f�x�� y���x� � x���

�In general�

yn�� � yn � hf�xn� yn� � yn � hyn
�� dac�a xn�� � xn � h� n � 
� �� �� � � � �

Aceast�a relat�ie este formula lui Euler


Exemplu� �
y� � �� x � �y
y�
� � �

�



A��� METODA LUI EULER �METODA TANGENTEI� �
�

y*=Φ(x)y

xx0 x1 x2

y0

y1

y2

y*=Φ(x)y

xx0 x1 x2

y0

y1
y2

∆x
∆y

Figura A��� Ne deplas�am pe tangenta la y�� p�an�a la x��

Se �stie c�a solut�ia exact�a a acestui sistem are urm�atoarea expresie analitic�a�

y� � +�x� �
�

�
x� �

��
�

��

��
e�x�

Aproximat�i pe +�
� ��� presupun�and c�a nu avet�i expresia analitic�a a lui +


Avem�

h � 
� �

y�
� � f�
� �� � �

y� � y� � hf�
� �� � � � 
� � � � � �� �

y� � y� � hf�x�� y�� � �� � � 
� � � ��� 
� � � �� � �� ���

Eroarea este�

j�� ��� +�
� ��j � 
� ���

Lu�and o valoare mai mic�a pentru h� obt�inem o eroare mai mic�a


Fie acum un sistem de dou�a ecuat�ii diferent�iale de ordinul I�

��	
�


x� � f�t� x� y�
y� � f�t� x� y�
x�t�� � x�� y�t�� � y�

�

C�aut�am valorile aproximative x�� x�� 


� xn� 

� y�� y�� 


� yn� 


 ale solut�iei exacte
x� � +�t�� y� � ,�t� ��n punctele tn � t� � nh
 Avem�

x� � hf�t�� x�� y��

y� � hg�t�� x�� y���

�In general�

xn�� � xn � hf�tn� xn� yn� � xn � hxn
�

yn�� � yn � hg�tn� xn� yn� � yn � hyn
��
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Exemplu� Determinat�i valorile aproximative ale lui x� � +�t�� y� � ,�t� ��n
punctele t � 
�� �si t � 
�� pentru sistemul���	

�

x� � x� �y
y� � �x � y
x�
� � �� y�
� � 


�

Pentru h � 
�� avem�

x�
� � �� � � 
 � �

x� � � � 
� � � � � �� �
x�

� � �� �� � � ��
� �� � �� �
x� � �� � � 
� � � �� � � �� ��

y�
� � �� � 
 � ��

y� � 
 � 
� � � ���� � �
� �
y�
� � ��� � � ��
� �� � ��� �

y� � �
� � � 
� � � ���� �� � �
� ��
�

Fie sistemul� �����	
����


x�
� � F��t� x�� � � � � xn�

x�
� � F��t� x�� � � � � xn�





xn

� � Fn�t� x�� � � � � xn�

cu condit�iile init�iale�
x��t�� � x��




xn�t�� � x�n�

Acest sistem are o solut�ie ��n intervalul � � t � � dac�a exist�a funct�iile x�� � +��t��



� x�n � +n�y�� diferent�iabile ��n � � t � � �si care satisfac condit�iile init�iale


Teorem�a de existent��a �si unicitate� Dac�a F�� 


� Fn �si 
F�

x�

� 


�

F�

xn

� 


� 
Fn

x�

� 


� 
Fn

xn

sunt continue ��n regiunea R care cont�ine punctul

�t�� x
�
�� � � � � x

�
n�� atunci exist�a un interval jt� t�j � R ��n care exist�a o

solut�ie unic�a x�� � +��t�� 


� x
�
n � +n�t� a sistemului� care satisface

condit�iile init�iale


Observ�am c�a nu se spune nimic despre derivatele 
Fi

t




A�� Stabilitatea sistemelor dinamice neliniare

La sf�ar�situl secolului XIX� Liapunov a dezvoltat o metod�a pentru analiza sta�
bilit�at�ii sistemelor dinamice
 Aceast�a metod�a se bazeaz�a pe conceptul de energie
generalizat�a �si presupune evaluarea funct�iei lui Liapunov


Fie un sistem autonom descris de sistemul de ecuat�ii diferent�iale liniare sau
neliniare�

(x� � f��x�

(x� � f��x�



A��� VARIABILE ALEATOARE �
�






(xn � fn�x�

care este echivalent cu �x � f�x�� unde x este vectorul st�arilor sistemului
 Pre�
supunem c�a f�
� � 
� adic�a x � 
 este un punct de echilibru
 Vom formula o
condit�ie pentru ca x � 
 s�a �e asimptotic stabil� adic�a vectorul st�arilor s�a tind�a
c�atre zero c�and timpul tinde c�atre in�nit
 Fie E�x� energia acumulat�a ��n sistem


Teorema lui Liapunov
 Dac�a E este o funct�ie pozitiv de�nit�a pen�
tru care�

�
 E este continu�a fat��a de toate componentele xi� i � �� �� � � � � n

�
 dE�x
t��

dt � 
� adic�a funct�ia energiei descre�ste ��n timp�

atunci originea este asimptotic stabil�a


Funct�ia E care satisface aceste condit�ii se nume�ste funct�ia lui Liapunov
 �In
general� ea nu este unic�a


0

x2

x1

traiectorie

dE/dt>0

instabila

0

x2

x1

t=0

dE/dt<0

traiectorie
stabila

t=0

Figura A��� Funct�ia lui Liapunov

Dac�a cel put�in o astfel de funct�ie satisface condit�iile teoremei� atunci sistemul
este asimptotic stabil
 Uneori nu este foarte clar despre ce energie este vorba

Considerat�iile sunt mai cur�and matematice dec�at �zice
 �In cazul ret�elelor neurale
vorbim de funct�ia energiei computat�ionale� ea neav�and leg�atur�a cu energia din
�zic�a


A�� Variabile aleatoare

Fie o variabil�a aleatoare discret�a

� �

�
a� � � � an
p� � � � pn

�
�
X

pi � ��
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De�nim�
Valoarea medie� m �

P
aipi � E���

Variant�a �dispersia�� �� � E�� � E����� � E���� � �E����� �
P
a�i p

�
i �

�
P
aipi�

�

Deviat�ia standard� �

Funct�ia de repartit�ie a unei variabile aleatoare normale � cu media m �si dis�

persia �� este�

F �x� � P �� � x�

�
�

�
p
��

Z x

��
e�

�u�m��

��� du� pentru �� � x ��

�si este notat�a cu N�m� ���
 Distribut�ia N�
� �� este standard
 Funct�ia de densi�
tate a lui N�m� ��� este�

f�x� � F ��x� �
�

�
p
��

e�
�x�m��

��� � pentru �� � x ���



Anexa B

Subiecte�tip pentru examen

�
 Clasi�catorul liniar� funct�ia discriminant liniar�a


�
 Regula hebbian�a


�
 Regula Windrow�Ho�


�
 Deducet�i regula delta pentru un neuron din condit�ia de minimizare a erorii


�
 Demonstrat�i c�a funct�ia energiei computat�ionale�

E � ��

�
vtWv � itv �

nX
i	�

Gi

Z vi

�
f��i �z�dz

��ntr�o ret�ea Hop�eld cu timp continuu este necresc�atoare


�
 Principiul de funct�ionare a unui convertor A�D pe � bit�i implementat printr�
o ret�ea de tip gradient


�
 Teorema perceptronului


�
 Algoritmul de stocare a pattern�urilor prototip ��ntr�o memorie autoasocia�
tiv�a recurent�a unipolar�a


�
 Aproximarea unei funct�ii continue prin ret�ele neurale feedforward


�

 Alegerea arhitecturii unei ret�ele neurale feedforward cu un strat ascuns


��
 Teorema lui Liapunov


��
 Problema zgomotului ��ntr�un asociator liniar


��
 Reprezentarea unei funct�ii booleene printr�o ret�ea neural�a feedforward


��
 Ad�augarea � eliminarea unui pattern la o � dintr�o memorie autoasociativ�a
recurent�a


��
 In%uent�a factorilor � �si � ��n algoritmul backpropagation


���



��� ANEXA B� SUBIECTE�TIP PENTRU EXAMEN

��
 Demonstrat�i c�a funct�ia energiei computat�ionale�

E � ��

�
vtWv� itv �Ttv

��ntr�o ret�ea Hop�eld cu timp discret este necresc�atoare


��
 Perioada refractar�a a unui neuron biologic


��
 Perioada de ��nsumare latent�a a unui neuron biologic


��
 Algoritmul backpropagation este convergent�

�

 Care este num�arul maxim de regiuni liniar separabile folosind J neuroni
ascun�si�

��
 �Intr�o ret�ea Hop�eld cu timp continuu� energia scade c�at mai rapid�

��
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Link�uri

� Neural Networks Commercial Software Tools
http���www
emsl
pnl
gov��
�
�proj�neuron�neural�systems�software
html

� SNNS � Stuttgart Neural Network Simulator
http���www�ra
informatik
uni�tuebingen
de�SNNS�

� OFAI Library Information System Biblio � Neural Networks
http���www
ai
univie
ac
at�oefai�nn�conn biblio
html

� An Introduction to Genetic Algorithms
http���www
cs
qub
ac
uk���M
Sullivan�ga�ga index
html

� The Genetic Algorithms Archive
http���www
aic
nrl
navy
mil�galist�

� David W
 Aha Machine Learning Page
http���www
aic
nrl
navy
mil��aha�research�machine�learning
html
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